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Yorwort zur yierten Auflage. 

Die hier vorliegenden zwei Bande von Goschens Lehrbiicherei waren 
vorher der Sammlung Schubert einverleibt gewesen, in der sie im Jahre 1921 
in dritter Auflage erschienen sind. Das Werk in seiner jetzigen Gestalt kann 
als vierte, vollkommen umgearbeitete Auflage bezeichnet werden. Das Ziel und 
die ganze Anlage sind im groBen unverandert dieselben geblieben: Das Buch 
will in einer leichtverstandlichen, aber doch wissenschaftlich strengen Weise in 
die Theorie einflihren und den eifrigen Leser soweit fordern, daB er die Ori- 
ginalarbeiten verstehen und selbst wissenschaftlich arbeiten kann. In dem 
Wort ,,Differentialgeometrie 44 haben wir auf beide Teile denselben Nachdruck 
gclegt: darum wurde bald die analytische, bald die geometrische Darstellung 
bevorzugt, oft auch der analytische Beweis durch eine geometrische Veran- 
schaulichung vorbereitet. Der Kenner und Freund des friiheren Werkes wird 
auch in der Neuausgabe sich leicht zurechtfinden; dennoch ist gegen friiher 
manches grundsatzlich geandert worden. Vor allem ist von Anfang an bei 
den Fliichen die GauBsche Parameterform zugrunde gelegt worden: hie- 
durch konnten manche Wiederholungen, die an sich ja nichts schaden, aber 
doch schleppend wirken konnen, wegfallen, ohne daB die leichte Verstand- 
lichkeit beeintrachtigt wurde. Des weiteren wurde, dem Geist der Zeit 
entsprechend, an die Darstellung ein viel groBerer Anspruch an Strenge 
gestellt; die Gefahr, dabei zu sehr in das analytische Fahrwasser zu geraten, 
statt wirklich Geometrie zu treiben, haben wir dabei wohl erkannt und darum 
uns besonders bcmiiht, die Anschauung, diese ergiebigste Quelle mathema- 
tischer Entdeckungen, zu fordern und zu pflegen. Redewendungen wie 
,,unendlich benachbart 44 , „konsekutive“ usw. sind wir nicht aus dem Wege 
gegangen, sondern haben versucht, diese Begriffe analytisch so zu definieren, 
daB man mit ihnen ohne Gefahr arbeiten kann. Auch dem Umfange nach 
hat sich manches geandert: so haben wir in Bd. II § 6—8 ausfiihrlich die 
Parallelverschiebung von Levi-Civit& und den Riemann-Christoffel- 
schen Kriimmungstensor mit einem Ausblick auf die Relativitatstheorie be- 
handelt. Weiter wurde in Bd. I § 41 die GauB-Bonnetsche Integralformel 
neu aufgenommen. Am griindlichsten umgearbeitet wurden § 29 in Bd. I und 
§ 3 in Bd. II, welche die Transformation der Parameter und die Differential- 
parameter von Beltrami betreffen; manches konnte dabei mit den elementaren 
Hilfsmitteln der binaren Invariantentheorie sehr einfach dargestellt werden. 

Die Verschiedenheit der beruflichen Laufbahn hat es mit sich gebracht, 
daB der eine von uns (K. Kommerell) mehr fur den wissenschaftlichen Gehalt, 
der andere (V. Kommerell) mehr fiir den didaktischen Aufbau die Verant- 
wortung tragt. So geben wir also das Werk in seiner neuen Gestalt hinaus 
mit der Bitte, es mit demselben Wohlwollen wie friiher aufzunehmen. 


Tubingen, im Oktober 1930. 


Die Verfasser. 
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I. Abschnitt. 


Die Raumkuryen. 

1. Kapite]. 

Kriimmung der Raumkuryen. 

§ 1. Gleichungen der Raumkurve. Die Schraubenlinie des Kreiszylinders. 

Eine Kurve entsteht durch Bewegung eines Punktes. Sie heiBt eine 
ebene Kurve, wenn alle ihre Punkte in einer Ebene liegen, andernfalls eine 
Raumkurve oder eine Kurve doppelter Kriimmung. Letztere Bezeich- 
nung erklart sich spater. 

Eine Raumkurve wird analytisch dargestellt durch drei Gleichungen, 
welche die rechtwinkligen Koordinaten x , y, z eines beliebigen Punktes P der 
Kurve als Funktionen einer veranderlichen GroBe, des ,,Parameters“ u, an- 
geben : 

(!) x = y = q>(u), z=y){u). 

Dabei legen wir in dem ganzen Buche stets ein sogenanntes Rechts- 
system zugrunde, in dem die x ?/-, s-Achse wie der Daumen, Zeigefinger und 
Mittelfinger der rechten Hand orientiert sind (s. Fig. 1). Von den Funk¬ 
tionen f(u), <p{u), ip(u) setzen wir voraus, daB sie in einem gewissen Inter- 
vall des Parameters u eindeutige analytische Funktionen von u sind, d. h. 
daB sie sich in einer Potenzreihe von der Form 

(2) f(u + h) = j(u) + *■ f'(u ) + f"(u) +■■■ 

darstellen lassen, wo der Konvergenzradius an der Stelle u eine bestimmte 

von Null verschiedene GroBe hat. Weiter sollen fiir keinen Wert u 

du du du 

des Intervalls gleichzeitig verschwinden. Meist geniigen w^eniger weittragende 
Voraussetzungen, z. B., daB die Funktionen in (1) fiir ein gewisses Intervall 
des Parameters u mehrmals differenzierbar sind. Nimmt man etwa an, daB 
f(u) viermal differenzierbar sei und daB w, u + h dem Innern des Intervalls 
angeboren, so hat man bekanntlich 

(3) /(« + h) = /(«) + * /'(*) + + d /'"(«) 

+ J 2^3.4 + **>, 0<*<1. 

Es ist nicht schwer, in jedem einzelnen Falle des Folgenden festzustellen, 
ob die abgeleiteten Ergebnisse auch bei schwacheren Voraussetzungen gultig 
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sind. Da es in der Differentalgeometrie wenig Zweck hat und auch ermiidend 
wirken wiirde, wollte man fur jeden Satz die schwachsten Voraussetzungen 
fur seine Giiltigkeit feststellen, so halten wir an den obigen Festsetzungen des 
analytischen Charakters der in Betracht gezogenen Funktionen fest. 

Die Bedeutung des Parameters kann verschieden sein; stellt z. B. u 
die Zeit dar, wie es in der Mechanik der Fall ist, so geben die Gleichungen 
(1) fiir den Zeitpunkt u die Lage des beweglichen Punkts an. 

Statt des Parameters a kann man durcb eine „Parametertransfor- 
mation“ einen andern Parameter v einfUhren durch eine Gleichung von 
der Form 


(4) U = x( v )> 

wo u eine eindeutige analytische Funktion von v sein soil derart, daB sicb ein 
Intervall fiir v angeben laBt, fiir das u analytische Funktion von v ist und 
auficrdem u in (4) nur solche Werte annimmt, fiir die die Funktionen in (1) 
analytisch sind. Fiihrt man aus (4) in (1) den Parameter v ein, so sind jetzt 
x , y, z analytische Funktionen des Parameters v in dem Intervall von v. 
Setzt man voraus, daB fiir das Intervall von u in (1) auch v in (4) eindeutige 
analytische Funktion von u ist, so kann man von der neuen Parameterdar- 
stellung der Kurve zur alien wieder zuriickgehen. Wie man sieht, gestattet 
eine Kurve beliebig viele Parameterdarstellungen. 

Oft kann man eine Koordinate, z. B. x , als Parameter wahlen, dann hat 
man fur die Kurve Gleichungen von der Form: 


(5) x = x, y = (p{x ), 2 = y)(x). 

Diese lassen eine einfache geometrisclie Deu- 
tung zu. y — (p(x) ist die Gleichung eines 
Zylinders, der die Raumkurve senkrecht auf 
die £7/-Ebene projiziert, und entsprechend 
ist £ = y)(x) die Gleichung des Zylinders, 
der die Kurve in die #-3-Ebene projiziert. 

Beispiel. Die Schraubenlinie 
des Kreiszylinders. Der Grundkreis 
des Zylinders, auf dem die Schraubenlinie 
liegt, moge in der .r?/-Ebene liegen; sein 
Mittelpunkt sei der Ursprung O des Koor- 
dinatensystems und sein Radius a. Als 
Schraubenlinie wird diejenige Kurve auf 
dem Zylinder definiert, die alle Mantellinien 
unter dem konstanten Winkel 6 schneidet. 
Daraus folgt, daB bei der Abwicklung des 
Zylinders in eine Ebene die Schraubenlinie 
in eine Gerade iibergeht. Die Schrauben¬ 
linie sei durch den Punkt A gelegt, in dem 
die positive #-Achse den Zylinder schneidet. 



A 

Fig . 1. 
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1st P ein beliebiger Punkt der Kurve, P' seine Projektion auf die ay-Ebene, 
so bilden die Punkte APP' nach der Abwicklung ein rechtwinkliges Dreieck 
A'PP dessen Winkel A'PP' fur alle Punkte P dieselbe GroBe d bat. Es ist 
somit z = PP' — A'P' ctg 6. Wickelt man das Dreieck A'PP' wieder 
auf den Zylinder auf, wobei A' eine Kreisevolvente in der #y-Ebene be- 
schreibt, so ist A'P' — arc AP' — au , wenn ■£: AOP' = u ist. Man hat also 
als Gleichungen der Schraubenlinie 

(6) x — a cos u, y — a sin u, z — au ctg d. 

Die Schraubenlinie istrechtsgangig, sie steigt von links unten nach rechts 
oben an und ist wie ein Korkzieher gewunden. Durch Spiegelung an der 
xz -Ebene geht sie in eine linksgangige liber. Den Parameterwerten u und 
u + 2jc entsprechen dieselben Werte von x und y und demnach zwei senkrecht 
iibereinander liegende Punkte der Schraubenlinie. Zwei solche haben stets 
denselben Abstand 

(7) h — 2 an ctg <5. 

Die GroBe A heiBt die Ganghohe der Schraubenlinie. Als Projektionen 
der Schraubenlinie in die Koordinatenebenen erhalt man: 

x 2 +y 2 ~ a 2 , '"z = 0; x — a cos , y = 0; y — a sin £ = 0, 

also einen Kreis, eine Kosinus- und eine Sinus-Linie. 

§ 2. Bogen, Bogenelement einer Raumkurve. 

A und B seien zwei Punkte einer Raumkurve; sie mogen den Parameter¬ 
werten u = a und u — b entsprechen, und a und b mogen im Innern des 
Intervalls liegen, fur das die Funktionen in § 1, (1) den dort gemachten Voraus- 
setzungen geniigen. Zum Begriff des Bogens AB der Raumkurve gelangt man 
in bekannter Weise wie folgt: Man lege zwischen die Punkte P 0 = A und 
P n = B Zwischenpunkte 

? ^2 » * • •> P n—l ? 

beschreibe also der Kurve ein Polygon ein. Strebt bei zunehmender Ver- 
feinerung der Einteilung die Summe der Langen der Polygonseiten unab- 
hangig von der Einteilung einem bestimmten Grenzwert zu, so nennt man 
diesen Grenzwert die Lange s des Kurvenbogens AB , und die Kurve heiBt 
rektifizierbar. Es seien 

( 1 ) a = u 0 < u x < u 2 . . . < u n = b 

die Parameterwerte der Polygonecken p 0 , p u P n . Dabei sollen diese 

Werte so gewahlt sein, daB 

(2) Up — u G _! <6 (q == 1, 2, 3, . . . n) 

ist, wo d eine beliebig kleine vorgegebene positive Zahl ist; dies kann durch 
passende Wahl von n stets erreicht werden. Fur die Lange s n des Polygonzugs 
P 0 P n erhalt man dann nach § 1, (1) 
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(3) s„ = r j - /(«„_j)] 2 + [?>(«„) -fK-i)] 2 + [v>(u e ) ~ V( u t-i)?> 

6—1 

wo diese und alle folgenden Wurzeln das positive Vorzeichen haben sollen. 
Nach dem Mittelwertsatz der DifTerentialrechnung ist aber 

/(«,>) - /(«,- 1 ) = («„ - K c -i) /'K-i + (» e - « e _x)], 0 < & e < 1 

oder 

/(« e ) - /K-l) = (« e - B c -l) /'(b<1>) , 

^(“e) — <p( u e -i) = (« e — “ c -i) <P'K 2> )» u q—i < off < m c . » = 1. 2, 3, 

V(“c) — V(“e-i) = (“e - “c-i) • 

Man hat also nach (3) 

( 4 ) = r ( b , - « e _ x ) j / fm 1 ’)? + [?' K 2 >)] 2 + [ V ''(» ( e 3) )] 2 • 

p l 

Setzt man in der Wurzel statt der drei Mittelwerte u ( *\ u ( g \ u ( e 3) einen 
enzigen w Q , so begeht man einen Fehler 

(5) d = (/[Kf+[ ? >«)] ! +~-i/[7k)F + ^'(^)J T + TTT , 

den man leicht abschatzen kann. Zu diesem Zwecke multipliziere man rechts 
mit / + y und dividiere mit derselben GroBe, so daB man erhiilt: 

[/'(B<1>) - /'(%)][/'(<>) + /'(%)] + Wiuf) - ?'(%)][?'(«<?>) + ?'(%)] +[]•[] 

[ ) . t ''[/ , («‘ i >)] 2 + • +" v \ r \* t )? + ••• 

Da f'(u) 1 (p'(u) y y)'(u) als analytische Funktionen in dem Intervall w 0 , u n 
stetig und daher auch gleichmaBig stetig sind, so kann man die Intervallein- 
teilung so fein, d. h. die positive Zahl d in (2) so klein gewahlt denken, daB 

i nu™) - r K)i < * 

(7) |<p'K 2) ) — <p'(w t )I < £ 
iv’'( it< / ) ) — y>'( w e)\ < e 

ist, und zwar fur alle Werte q = 1, 2,. . . n; dabei bedeutet e eine beliebig 
kleine positive Zahl. Weil nun die zweiten Faktoren auf der rechten Seite 
von (6) z. B. 

/'(«£>) + /'K)_ 

vir(i^w+ • • • + j/[/ 7 r%)] 2 + — 

absolut genommen sicher die Einheit nicht uberschreiten, so folgt nach (6) 
und (7) 

(8) \D\<3e y 

also nach (5) und (8) 

K - «r-i) ]/[/'K 1> )] 2 +[<p'« > )] 2 +” - (», - 8,- 1 ) iin* e )Y + [y'K)] 2 +“! 

< («„ - U e _l)3£. 

Nach (4) erhalt man so 

|*. - Z (u c - «„_!) ]/[f'{.w e )Y + [y'K)] 2 + [ YK)?\ <3 e(b - a). 

6=1 


(9) 
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I. Abschnitt. Die Raumkurven. 


Nun strebt die Summe bei zunehmender Verfeinerung der Intervallein- 
teilung, d. h., wenn d in (2) und darum e in (7) gegen Null konvergiert, 
gegen den Grenzwert 

b __ 

(10) / + <p'(u)- + yj'(uY du , 

a 

und da e in (9) beliebig klein ist, so unterscheidet sich s n in (9) beliebig wenig 
von dem Integralwert in (10). Man hat also 


( 10 ) 


lim s n = s = f J /f'(u) 2 + <p'(u) 2 + y>'(u) 2 du , 


wo s die Lange des Kurvenbogens AB ist. Setzt man statt. des Parameters b 
des Endpunkts den Parameterwert u , wo u eine Zahl zwischen a und b sein 
soil, so hat man fur die zugehorige Bogenliinge s 

(ii > ’-hf{ 9 '+ W + W‘ i “- 

a 

Da der Wurzel immer das positive Zeichen gegeben wurde, so wachst die 
Bogenliinge s mit dem Parameter u: die entsprechende Fortschreitungs- 
richtung auf der Kurve soil die positive heifien. Nach (11) ist 5 
eindeutige analytische Funktion von u ; da wir weiter in § 1 vorausgesetzt 


haben, daB 


dx dy 


dz ds 

nicht gleichzeitig verschwinden sollen, so ist auch J 0, 


du 7 du' du . & ... . . du 

und darum ist auch umgekehrt nach bekannten Siitzen u als analytische 
Funktion von s definiert fur alle Werte von s, die dem Intervall ( a , u) ent- 
sprechen. Darum kann man statt des Parameters u die Bogenliinge s als 
neuen Parameter einfiihren (s. § 1), was fur viele Untersuchungen geschickt 
ist. Tut man dies, so erhalt man als Kurvengleichungen 


(12) 

X = x(s), 

y 

= y{s), z = z(s). 

und es ist dann 




(13) 

(£)■ + 

(d% 

[di 


denn es ist 





dx __ dx du 

dy 

dy du dz _ dz 


ds du ds ’ ds du ds ’ ds du ds 


und darum 


(dx\ 2 . (dy\ 2 , (dz\ 2 _ f (dx\ 

(*) + (dsj + U) - LUJ 

Da nach (11) 

(14) 


+ 


/ dy \ 2 / dz \ 2 ] fdu \ 2 

\ du) \du) \ds) 


ds 

du 


=+ y (£) 2 + ( tu ) 2 + (£)’ 


ist, so fiihrt diese Gleichung zusammen mit der vorhergehenden auf (13). 
Als Bogendifferential ds bezeichnen wir die Grofle 




1. Kapitd. § 3. Tangente und Normalebcne. 


13 


s‘+(i)'+(*)**• 

wofiir wir kiirzer schreiben 

(15) ds 2 == dx 2 + dy 2 + dz 2 , 

was nichts anderes bedeuten soli als (14). Diese in der Differentialgeometrie 
iibliche Benutzung von Differentialen ist deshalb geschickt, weil sie unabhangig 
von der Wahl des Parameters ist. In der Tat, ist u der Parameter, so erhalt man 
durch Division mit da 2 (14), ist aber s der Parameter, so folgt nach Division 
mit ds 2 die Gleichung (13). Dies ist der analytische Ausdruck fur die geo- 
mctrisch evidente Tatsache, daB die Bogenlange s unabhangig von der Wahl 
des Parameters ist oder, daB die Bogenlange eine Integralinvariante ist. 

Nach (1.5) kann man dem Bogen- 
differential ds eine einfache geometrische 
Deutung geben: ds ist die geradlinige 
Entfernung der beiden Kurvenpunkte 
P und P', wo P die Koordinaten x , y, 2 , 

P' die Koordinaten x + dx y y -f dy, 
z + dz hat; dabei ist 

dx = f \ X du, dy = du, dz — du. 
du du du 

Man sagt darum auch: das Bogendiffe- 

rential ds ist die Entfernung der beiden 

unendlich benachbarten (konsekutiven) 

Punkte P und P'. Wie man sielit, 

hat dies einen guten Sinn, und es liegt kein AnlaB vor, dieser anschaulichen 

und seit langem eingebiirgerten Sprechweise aus dem Wege zu gehen. 

Beispiel. Die Bogenlange der Schraubenlinie. 

Nach § 1, (6) sind ihre Gleichungen 

x — a cos u , y ~ a sin w, 2 == au ctg d. 

Hieraus folgt 

dx = — asinw du, dy — a cos du y dz = actgddu , 

ds 2 — dx 2 + dy 2 + dz 2 = (a 2 + a 2 ctg 2 <5) du 2 = ^ , 

sm z o 

, adu au 

ds — . j, s — . -r, 
sin o sin 0 

wobei s vom Punkt u = 0 an gerechnet ist. Da nach Fig. 1 s — AP = A'P 
ist, so erhalt man aus dem Dreieck A'PP', in dem P'A' — P'A — au ist, 
denselben Wert fur s. 

§ 3. Tangente und Normalebene. 

Zum Begriff der Tangente in einem Kurvenpunkt gelangt man wie 
bei den ebenen Kurven. Ist P' mit dem Parameter u -\-Au ein dem Punkt 
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P(u) benachbarter, so betraohtet man zun&chst die Kurvensehne PP'. Es 
ist leicht zu zeigen, daB, wenn Au gegen Null geht, die Kurvensehne einer 
Grenzlage zustrebt: diese Gerade heiBt dann die Tangente in P . Sind 
x\ y\ z' die Koordinaten von P% so hat man nach § 1, (2) 


(1) 


Au dx (Au) 2 d 2 x 
1 du 1.2 du 2 


Aus dieser Gleichung und den entsprechenden in y und z erhalt man 
fur die Richtungskosinus <x l7 Pi, yj der Kurvensehne PP\ die sich wie 
(x' — x): (y' — y) : ( z ' — z) verhalten 


„ (dx , Au d 2 x . \ /< 


Fur 
dx 
du 1 


A u 0 
dy dz 
du 1 du 


1.2 du 2 

streben die GroBen auf der rechten Seite den Werten 
zu. Fur die Richtungskosinus a , y der Tangente in P hat 


dy_ , Au d 2 y 
du ^ 1.2 du 2 ^ ' 


•) : 0 


man also 


* : P : y = 


dx t dy 
du ’ du 


dz 

du 


Hieraus folgt z. B. 

dx l/(dx \ 2 
du 1 ]/\i 


\du ) 


+ 


(dyy ,(dz\ 2 = 
\du) \du) 


dx du 
du ds 


wobei § 2, (14) benutzt und die Wurzel positiv ausgezogen wurde. Es folgt 
so fur die Richtungskosinus der Tangente 


( 2 ) 


oc — 


dx 

ds 


P 


= d y 

ds 


y = 


dz 

ds 


Durch die Wahl des positiven Vorzeiehens ist die Tangente orien- 
t i e r t, sie weist in der Richtung wachsender Parameterwerte oder wachsen- 

der Bogenlange. Die GroBe in (2) ist die Ableitung von x nach der 

ds 

Bogenlange; ist u der Parameter, so ist 

dx _ dx du 
ds du ds 1 


was ja soeben benutzt worden ist. In derFigur2, Seite 13 sind die Kanten des 
dx du dz 

Quaders dx, dy, dz; f , 3 - sind daher die Richtungskosinus des 

ds ds ds 

Bogenelements ds, der Diagonale des Quaders. Das Bogenelement ist also ein 
Stuck der Tangente. Dies fiihrt zu der iiblichen Sprechweise: „die Tangente 
ist die Verbindungslinie von zwei unendlich benachbarten Kurvenpunkten“. 
Als Gleichungen der Tangente erhalt man 

(3) X = x + voc, Y = y + vP, Z = s + vy, 
wo v ein Parameter und X, Y, Z laufende Koordinaten sind. 

Die Ebene durch den Kurvenpunkt P senkrecht zur Tangente heiBt 
die Normal ebene in P . Ihre Gleichung (in der Normalform) ist 

(4) (X - x)<x + (Y - y)p + (Z- z)y = 0. 
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Die Normalebene ist nach Orientierung der Tangente selbst 
orientiert: alle Punkte auf der positiven Seite der Tangente haben von 
ihr positive Abstande x ). Alle Geraden durch P, die in der Normalebene 
liegen, also senkrecht zur Tangente stehen, heiBen Normalen in P. 

Wir stellen noch die Gleichung der Mittellotebene zur Kurvensehne 
PP' auf. Sie lautet in leicht verstandlicher Abktirzung 

(*' - *> = 0 

oder nach (1) 


:(x- 


X -j— X -j— 


Au dx 
1 du 


+ ■ 


2 


dx 

du 


+ 


Au d 2 x 
i. 2 du 2 


+ 


...) 


0. 


LaBt man hier Au gegen Null gehen, d. h. P' nach P riicken, so erhalt 
man als Grenzlage der Mtitellotebene 




d. h. nach (4) die Normalebene in P. Man kann sagen: die Normalebene in 
P ist die Mittellotebene des Bogenelements PP' in Fig. 2; denn im Begriff des 
Differentials ds liegt es, eine gegen Null konvergierende GroBe zu sein, ohne 
jedoch die Null zu erreichen; beim Anriicken von P' gegen P durchlauft P' 
nur die Punkte des bei P nicht abgeschlossenen Intervalls P'P. 


§ 4. Schmiegungsebene. 

Nimmt man auf der Kurve, die keine Gerade sein soli, drei Nachbar- 
punkte P, P 1? P 2 , so ist durch sie eine E b e n e und ein K r e i s. der in dieser liegt, 
definiert. Durch Grenziibergang gelangt man so zu den Begriffen: Schmie¬ 
gungsebene und Krummungskreis. Betrachten wir vorerst die Ebene. 

P x moge dem Parameterwerte u + A^u, P 2 dem Parameterwerte 
u + A 2 u entsprechen, dann sind nach § 1, (2) die Koordinaten von P x 


, A^u dx . {A x u) 2 d 2 x 
X 1 du 1.2 du 2 


v +4i? d y . + . 

J r 1 du ^ 


, A x u dz , 

^ ~1~ du H * 


Entsprechende Werte erhalt man fiir die Koordinaten von P 2 . Liegen 
die drei Punkte PP t P 2 nicht in gerader Linie, so ist durch sie eine Ebene be- 
stimmt, deren Gleichung 

(1) A(X - x) + B(Y -y)+ C(Z - z) = 0, oder SA(X - x) = 0 
ist; hierbei sind die noch zu bestimmenden Koeffizienten A,B,C nicht 
alle gleich Null. Driickt man aus, daB auBer dem Punkt P, der ja in der 
Ebene (1) liegt, auch die Punkte P t und P 2 in ihr liegen, so folgt 

Ya(^ x 4-^ lU i (^i M ) 2 
[du + 1.2 du? ^ 1.2.3 du? 


( 2 ) 


+ ■ 


0. 


Vgl. Salmon-Fiedler ,,Analytische Geometrie des Raumes 1 *, 5. Aufl. 
hgg. von A. Brill und K. Kommerell 1922, S. 10 und S. 28. 
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(3) 


y. /dx ,djU d 3 jc (A 2 u ) 2 d 3 x \ _ 

{du + 172 du? + 1.2.3 du a _1 / 

Zieht man ab und dividiert mit ^ lU 0 - * l - , so folgt 


0. 


(4) 


2T.4 


C 


d 2 x 
du 2 


w + A 2 u d 3 x 
3 dn 3 


+ 




Die drei Groflen A,i?, C, die nicht alle gleich Null sind, genugen den 
drei in A,B y C linearen und homogenen Gleichungen (1), (2), (4); es muB 
also die Determinante 


dx 

du + 
d 2 x 


X — x 
A x u dx 
2 du 


+ ■ 


d 3 x 


, Ayll -\-A 2 U u. ~ 
du 2 ^ *” 3 . ' du* ^ ‘ 


dy A x u dy 
du " 1 “ 2 du' 1 

A x u + A 2 ud z y 


+ 


= 0 


d 2 y 

du 2 ' 3 du* 

sein. Dies ist die Gleichung der Ebene PP X P 2 . LaBt man unabhangig von- 
einander A x u und A 2 u gegen Null gehen, so erhalt man 


(5) 


X - X 

y-y 

z - 

dx 

dy 

dz 

du 

du 

du 

d 2 x 

dry 

d 2 z 

du 2 

du 2 

du 2 


= 0 . 


Setzt man voraus, daB fur den PunktP fa) nicht alle Unterdeterminanten 
der ersten Zeile verschwinden, so stellt (5) eine wohlbestimmte Ebene dar, 
welche die Schmiegungsebene in P lieiBt; da diese Ebene durch Grenz- 
ubergang aus der Ebene PP X P 2 entstanden ist, so sagt man auch: die Schmie¬ 
gungsebene in P ist die Ebene durch P und die beiden konsekutiven Punkte 
P x und P 2 . Da PP X in der Grenzlage die Tangente in P ist, so enthalt die 
Schmiegungsebene die Tangente und steht darum auf der Normalebene senk- 
recht. In der Tat: setzt man die Werte von X, Y , Z aus den Gleichungen der 
Tangente [§ 3, (3)] 

v . dx 
X = x -f v 


du 


y + v 2u' 


z 


, dz 
2 + v 

du 


in (5) ein, so verschwindet die Determinante in (5) fiir alle Werte von v. 

In alien Punkten der Kurve, in (lenen alle zweireihigen Determinanten 
der Matrix 


( 6 ) 


verschwinden, existiert die Schmiegungsebene nicht. Es wird sich in § 5, (11) 
zeigen, daB in solchen Punkten die sogenannte erste Krummung gleich Null 
ist; solche Ausnahmepunkte entsprechen somit den Wendepunkten der 


dx 

dy 

dz 

du 

du 

du 

d 2 x 

d?y 

d 2 z 

du 2 

du 2 

du 2 
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ebenen Kurven. Jede Ebene durch die Tangente konnte in einem solchen 
Punkt als Schmiegungsebene angesprochen werden. 

Bei welchen Kurven wird nun die Schmiegungsebene in 
alien Punkten unbestimmt? 

Es muB dahn, da in (6) alle Determinanten identisch verschwinden, 


d 2 x Q/ . dx 

*? = * ( b , 3 £’ 


d 2 y = &(u) dy 

du 2 { ' du ’ 


d 2 z _ a / >. dz 

du* = &{u) du 


sein, wo ft(u) ein Proportionalit&tsfaktor ist. Hieraus folgt 
d i (dx\ 


a lg (b) 

Fiihrt man durch 

U = fe /{ * (u)du du 

einen neuen Parameter ein, so hat man 

x = c Y U + c 2 , y = c z U + c 4 , z = c 6 £/ -f c 6 , 
also eine Gerade. 

d'lj dz 

Ist in (5) u die Zeit, so sind —, g- die Komponenten des Ge- 

d 2 v d 2 z 

schwindigkeitsvektors in P, — 2 , die des Beschleunigungsvektors, 

du du du* 

und (5) driickt aus, daB beide Vektoren in der Schmiegungsebene liegen. 
Die Komponente des Beschleunigungsvektors senkrecht zur Schmiegungs¬ 
ebene ist also Null. 

Bemerkung. Da die ersten und zweiten Differentiate von x, y, z durch 
die Gleichungen 

/ dx\ , /dy\ 

dx = 1^1 du = f [u) du, dy — I —I du — (p'(u)du , dz = • • • 

^ ^ /d 2 x\ 

d 2 x — ( , ) du 2 = f"(u)du 2 , d 2 y = • • • d a z = • • • 


definiert sind, so kann man, wenn in (5) die zweite Zeile mit du, die dritte mit du 2 
multipliziert wird, die Gleichung der Schmiegungsebene in der Form 
! X -x y - y Z-z 
(8) | dx dy dz ~ 0 

| d 2 x d 2 y d 2 z 

schreiben; dies ist geschickt, weil diese Darstellung zeigt, daB die Gleichung der 
Schmiegungsebene unabhangig von der Wahl des Parameters ist. Dividiert man (8) 
z. B. durch dv 3 , so erhalt man an Stelle von (5) die Gleichung, welche aus (5) durch 
Vertauschen von u mit v hervorgeht. DaB in der Tat die Gleichung der Schmie¬ 
gungsebene invariant gegeniiber einer Parametertransformation sein muB, sieht 
man auch leicht analytisch ein. Wird durch 
(9) u = x(v) 

der neue Parameter v eingefiihrt, so hat man z. B. 

dx dx dv d 2 x d 2 x (dv\ 2 dx d*v 

du dv du * du 2 dv 2 \duj dv du 2 * 

Setzt man diese und die entsprechenden Werte in y und z in (5) ein, so 
erhalt man durch eine einfache Umformung der Determinante die in v geschrie- 
bene Gleichung (5). 

Sommerell, Raumkurven. I. 2 
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I. Abschnitt. Die Raumkurven. 


§ 5. Bektifizierende Ebene. Das die Raumkurve begleitende Dreikant. 

Die erste Kriimmung. 


Zu der Normalebene und der Schmiegungsebene, die auf einander senk- 
recht stehen, gesellt sich eine dritte durch den Kurvenpunkt gehende Ebene, 
die auf den beiden ersten senkrecht steht: sie heiBt die rektifizierende 
Ebene; ihr Name erklart sich spater. Diese drei aufeinander senkrecht stehen- 
den Ebenen schneiden sich paarweise in einer Geraden: man erhalt so drei 

aufeinander senkrecht stehende Gerade, 
welche ein Dreikant bilden: es heiBt 
das die Raumkurve begleitende 
Dreikant. 

Von den zwei in der Normalebene 
liegenden Geraden dieses Dreikants 
heiBt die in der Schmiegungsebene lie- 
gende die Hauptnormale (?y-Achse), 
die in der rektifizierenden Ebene lie- 
gende die Binormale (£-Achse). Die 
dritte Gerade des Dreikants ist die Tan¬ 
ge nte (f-Achse): sie steht senkrecht 
auf der Normalebene oder ist die 
Schnittgerade der Schmiegungsebene 
und der rektifizierenden Ebene. Die 
Tangente ist bereits in § 3 orientiert 
worden, wir wollen nun auch die 
Fig. 3 . Hauptnormale und Binormale orien- 

tieren, und zwarso, daB die Tangente, 
Hauptnormale und Binormale in dieser Reihenfolge ein Rechts- 
system (|, rj> f s. Fig. 3) bilden. Die Wahl der positiven Richtung z. B. 
der Hauptnormalen steht daher noch frei. In § 3 haben wir die Richtungs- 
kosinus der Tangente mit oc, y bezeichnet, die der Hauptnormalen 
seien Z, m , n, die der Binormalen A, jj,, v. 

Zur Berechnung von Z, m, n gehen wir aus von der Gleichung der 
Schmiegungsebene in § 4, (5) 



X — x 

Y-y 

Z - 

dx 

dy < 

dz 

ds 

ds 

ds 

d 2 x 

dhy 

d 2 z 

cis 2 

ds 2 

ds 2 


wo wir also vorausgesetzt haben, daB der Parameter die Bogenlanges 
ist. Es ist somit 



Differenziert man diese Identitat nach 5 , so folgt 





1. Kapitel. § 5. Rektifizierende Ebene. 


19 


dx d 2 x dy d 2 y , dz dH = q 
dsds 2 ^ ds ds 2 ^ dsds 2 ~~ * 


Man hat also sofort 

(4) l : m : n 


d 2 x . d 2 <y . d 2 z m 
ds 2 1 ds 2 ‘‘ ds 2 ' 


denn (3) driickt nach § 3, (2) aus, daB die so defmierte Richtung senkrecht 
auf der Tangente steht. Ersetzt man weiter in (1) die erste Zeile durch 

so (1) erflillt und damit gezeigt, daB die durch (4) defi* 

ds* ds* ds* 

nierte Richtung auch in der Schmiegungsebene liegt. Fiihren wir einen durch 
die Gleichung 


definierten Proportionalitatsfaktor r ein, wobei wir, wie schon in (4), vor- 
d/ 2 x d 2 y d 2 z 

aussetzen, daB —, -, — nicht alle verschwinden, also eine Schmiegungs- 

CIS CLS as 

ebene existiert, so haben wir fiir die Richtungskosinus l, m , n der 
Hauptnormalen 


( 6 ) 




n = r 


dH 

ds 2 ’ 


Durch die Wahl des positiven Vorzeichens in (5) ist die Haupt- 
normale orientiert worden. Fiir die GroBe r werden wir unten finden, 
daB r den Radius des schon erwahnten Krummungskreises be- 

l 

deutet; — nennt man die (erste) Kriimmung der Kurve. Da wir 
r 

nun oben festgesetzt haben, daB die Tangente, Hauptnormale und Binor- 
male ein Rechtssystem bilden sollen, so ist in der orthogonalen Determinante 

|* P y I 

I l m n I = + 1 

U M v\ 

jedes Element gleich seiner Unterdeterminante. Es ist also 
X = [hi — ym , u = yl — an , v — am — pi . 


Man erhalt so nach § 3, (2) und nach ( 6 ) dieses Paragraphen 


dx 


P ds' 

■8 1-3 

II 

Tangente 

7 d 2 x 

l = r ds*' 


d 2 y 

m ~ r ds 2 ' 

\% 

II 

Hauptnormale 

; _ - (dy d 2 z 

U,s- ds 2 

dz d 2 y\ . 
dsds 2 )' 

jf* — r( ), 

V = r( ) , 

Binormale 


7 =+ 1 /( S ) 2 + ( 2 ) 2 +( 8) 2 Krummung - 

Man erhalt als Gleichungen fiir die 


2* 
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Normalebene: (X — x)<x + (Y — y) P + — z)y = 0, 

( 8 ) Rektifizierende Ebene: (X — x) l + (Y — y)m + (Z — z) n = 0, 

Schmiegungsebene: (X — x) A + (F — y)ju + (Z — z) v = 0. 

Damit sind auch die drei Ebenen des Dreikants orientiert: 
d. h. ein, Punkt, der auf der positiven Seite einer der Ebenen liegt, hat von ihr 
einen positiven Abstand, liegt er auf der negativen Seite, so ist der Abstand 
negativ. So hat z. B. ein Punkt der positiven Hauptnormalen von der 
rektifizierenden Ebene einen positiven Abstand. 

Bemerkung. Wir haben vorausgesetzt, daB der Parameter die Bogen- 
lange s sei. Ist u ein allgemeiner Parameter, so hat man 

dx _ \dx \ds 
ds j du du 

ds 

wo - nach § 2, (14) als Funktion von u definiert ist. Hieraus folgt entsprechend 
du 

d 2 x __ (d 2 x ds dxd 2 s\ (ds \ 3 

ds 2 \rfit 2 du dudu 2 ) \du) 

Fiir Z, ra, n erhalt man dann 

l — , r „ (d 2 x ds — dxd 2 s), 
ds 3 




r() 

ds 3 ’ 


K) 

ds 3 ’ 


wobei die differentielle Schreibweise wieder deshalb geschickt ist, weil sie unab- 
hangig von der Wahl des Parameters ist. Aus (10) folgt durch Quadrieren und 
Addieren 

v (-Y = U^-Y v(—Y ( d * s V vI dx \ 2 — 2 ds - s v d - x dx \ • (^Y 

^ \ds a y l\dM/ st—j\du 2 } \du 2 ) ' \duj dudu 2 jz—j du 2 du] \dw/ 

wobei die anderen Glieder dieser und der folgenden Summen aus dem angegebenen 
durch zyklische Vertauschung von x , y , z hervorgehen. 

Nun ist nach § 2, (14) 

/ds\ 2 _ yWdx\ 2 ds d 2 s __ y^d 2 xdx 

\dM/ jYLi' \dw/ ’ S dudu 2 ' du 2 du 

und somit 

y-»/d 2 a;\ 2 _ f y-»/daA 2 ^,(d 2 x\ 2 / d 2 x dx \ 2 1 ( y-r/daA 2 ! 3 

2j \d^ 2 j ~ \2j \du) 2L \du 2 ) \2 j du 2 du) J 1 \2* \du) J * 

Nach (7) und einem bekannten Determinantensatz erhalt man also 


( 11 ) 


1 

r 2 


/ d 2 x dy dx d 2 y \ 2 

\du 2 du du du 2 ) 

+( 

'd 2 y dz 
du 2 du 

dy d 2 z\ 2 
du du 2 j 

(d 2 z dx dz d 2 x\ 2 
\du 2 du du du 2 ) 


(dx 

\du 


'dy\ 

sdu) 

2 

1 + 1 

(£) 

2" 

1 

3 


Daraus ergibt sich die schon in § 4 im AnschluB an (6) gemachte Bemer¬ 
kung, daB in alien Punkten, wo die Schmiegungsebene unbestimmt ist, die erste 
Krummung Null ist, und auch das Umgekehrte ist richtig. 

Wiederum sei der Parameter s ; ist dann P'(x\y\z') ein zu P benachbarter 
Punkt entsprechend dem Parameterwert 5 + As , so hat man 


, As dx [As) 2 d 2 x (As) 2 d 2 x 

x — x + — - + -— -h ---— -h • • • 

1 ds 1.2 ds 2 1.2.3 ds 2 


(12) 
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Wir berechnen nun die senkrechten Abstande £, rj, £ des Punkts P' von der 
Normalebene, rektifizierenden Ebene und Schmiegungsebene in P. Diese werden 
uns gestatten, die Lage der Raumkurve zu dem begleitenden Dreikant naher zu 
beschreiben. Man hat nach (8) 

(13) £ = Z(x' —x)(x, . r] = Z(x' —x)l t £ = Z(x' — x)X 

und darum nach (7) und (12) 

^ As y-t f dx \ 2 (zls) 2 y* dx d 2 x 

* ~ 1 ^ \ ds" / + TTsT ^ dsds 2 ^ * 


(14) 


rAs xr*dxd 2 x , r(As) 2 

v - tZ - ■ - + 


ds ds 2 


1.2 




dtxy 

ds 2 ) 


+' 


£ _ As dx (As) 

1 ZmJ ds 


1.2 






ds 8 1.2.3 




ds 3 


Nach (2) und (3) und (5) hat man 

yWcte\*__ ^ y» dxd 2 x 
^ \fife / ’ fife fife 2 

weiter ist nach (7) 



1 

r 2 ’ 


: A ^ = AT Aa = 0, E A = 1 2T A/ = 0 . 

ds ds 2 r 


Setzt man weiter zur Abkiirzung 


dx 

dy 

dz 

ds 

ds 

ds 

d 2 x 

d 2 y 

d 2 z 

ds 2 

ds 2 

ds 2 

d 2 x 

d 2 y 

d 2 z 

ds 3 

ds 3 

ds 2 


eine GroBe, die uns im nachsten Paragraphen als Torsion Oder zweite Krum- 
mung begegnen wird, so erhalt man, wenn aus (7) der Wert von A in (14) ein- 
getragen wird: 


(16) 


£ = 
T) = 


(Zls) 1 -f . • . 

(^) 2 , 

2r H 


£ = 


(As) 2 

6 rg ’ * * 


wo wir jeweils nur die ersten nicht verschwindenden Glieder der Reihenentwick- 
lungen angegeben haben. 

Die Gleichungen (16) stellen nun die Raumkurve dar in Beziehung 
auf das Koordinatensystem, dessen Achsen die Kanten des begleitenden Drei- 
kantes (Tangente, Hauptnormale, Binormale) sind, As ist Parameter. Man 
nennt (16) die kanonischen Gleichungen. Beschrankt man sich ih (16) je auf 
das erste Glied, so erhalt man als Naherungs kurve eine Raumkurve dritter Ordnung 
(kubische Parabel): wir nennen sie die Schmiegungskurve, weil sie sich der 
Raumkurve in P besonders gut anschmiegt. Aus der zweiten Formel (16) folgt, 
daB in der Nahe von P die Kurve ganz auf der positiven Seite der rektifizierenden 
Ebene liegt, da ja r positiv ist. Aus der dritten Formel folgt, daB £ mit As das Vor- 
zeichen wechselt, d. h. die Kurve durchsetzt in P die Schmiegungsebene und geht 
fur 1 : q > 0 von der negativen zur positiven Seite der Schmiegungsebene, wenn die 
Kurve im Sinne wachsenden Bogens durchlaufen wird. Fur einen Beobachter, der 
in P in der Richtung der positiven Hauptnormale schaut, verlauft die Kurve von 
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Fig. 4 a. 



links unten nach rechts oben (rechtsgewunden). Fur 1 : q < 0 ist es umgekehrt. 
Eliminiert man aus je zwei der Gleichungen der Schmiegungskurve As, so erhalt 


man die senkrechten Projektionen der 



Fig. 4 c. 


Kurve auf die Ebenen des Dreikants, 
und zwar erhalt man (s. Fig. 3) fur die 
Schmiegungsebene (£? 7 -Ebene) cine 
Parabel (Fig. 4a), fur die Normal- 
ebene (?;C-Ebene) eine Neilsche 
Parabel (Fig. 4b), fur die rektifi- 
zierende Ebene (|£-Ebene) eine 
(ebene) kubische Parabel (Fig.4c). 


P 



Fig. 5. 
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Der Kriimmungskreis. 

Legt man durch die Tangente in P und den Nachbarpunkt P* die 
Ebene, so ist aus § 4 bekannt, daB beim Einrucken von P' in P diese 
Ebene zur Schmiegungsebene wird. Wir zeichnen nun einen Kreis, der 
in P die Kurventangente beriihrt und durch P' geht, und zeigen, daB sein 
Radius, wenn P' an P heranruckt, einem bestimmten Grenzwert zustrebt. 
In seiner Grenzlage liegt der Kreis dann in der Schmiegungsebene: er 
heiBt der Kriimmungskreis in P , sein Mittelpunkt liegt auf der 
positiven Hauptnormalen. Man sagt auch: der Kriimmungskreis 
geht durch drei konsekutive Punkte der Kurve. 

Ist d der Abstand des Punkts P' von der Tangente (Fig. 5), PS der 
durch P gehende Kreisdurchmesser, Q die Projektion von P' auf ihn, und 
ist PP' — l, so erhalt man aus dem rechtwinkligen Dreieck PP'S : 
l 2 = 27?d, wenn R der Radius des Kreises ist, oder 

< 17 > "-a- 

Nun ist mit Benutzung von (12) 

P = 27(35' - 35)* = (Asf 2J (J)* + • • • 

oder nach ( 2 ) 

(18) P = (As? + - • -, 

wo nur das erste Glied der Potenzreihe in As angeschrieben wurde. Weiter ist 

d 2 = r)*+C 2 , 


oder nach (16), wenn wieder nur das erste Glied angegeben wird, 
(19) d = ( ^ )2 + • • • 


Aus (17), (18) und (19) erhalt man 

• /? _r[l+J*()+-..] 

[1 +2Ij()+■•'•]’ 

also 

(20) lim R = r. 

As-*- 0 

Damit ist gezeigt, daB die durch (5) definierte GroBe r in der Tat, wie dort 
angegeben wurde, den Radius des Krlimmungskreises in P darstellt. 


Das Tangentenbild der Kurve. 

Aus der Formel (5) kann man fur die erste Kriimmung eine 
andere Deutung gewinnen, die oft als Definition an die Spitze gestellt 
wird. Wir ziehen durch die aufeinander folgenden Punkte P, P\ P ",. . . der 
Kurve in der positiven Richtung die Tangenten und bilden alle diese Rich- 
tungen nach der GauBschen Methode (vgl. § 27) auf die um den Ursprung O 
mit Radius 1 beschriebene Bildkugel dadurch ab, daB durch O die Paral- 



24 


I. Abschnitt. Die Raumkurven. 



Fig. 6. 


leJen zu jenen Richtungen gelegt 
und mit der Kugel in den Punkten 
/?, p% p ",... geschnitten werden; 
der Punkt p heiBt das sph&ri- 
scheBild, genauer Tange nten- 
b i 1 d (da man die H auptnormalen 
oder Binormalen ebenso verwen- 
den kann, § 6) des Punkts P. 
Durchlauft P die Raumkurve, so 
beschreibt p ihr spharischesBild. 
Sind X , Y, Z die Koordinaten 
von p , so hat man als Gleichungen 
des spharischen Bilds 


(21) X = * = J, 

r-K-% z-y-%. 

Dem Bogenelement ds — PP' des 
Originals entspricht das Bogen¬ 
element da = pp' der Bildkurve. 
Man hat nach § 2, (14) und (15) 



(23) do 2 = d** + dp* 4-dy 2 . 

da ist der Winkel der beiden konsekutiven Tangenten PT und P'T\ er heiBt 
der Kontingenzwinkel. Nach (5) und (22) hat man jetzt 


(24) 


1 = da 
r ds * 


Man hat so den 

Satz 1. Die Kriimmung einer Rau,mku,rve in einem Punkt P ist gleich 
dem Verhaltnis des spharischen Bilds da des Linienelements ds zu diesem Linien- 
element selbst. 

Je grdBer bei gegebenem ds das Bild da ist, um so groBer ist die Kriim- 
mung. Weiter gilt der 

Satz 2. Die Kurven , die iiberall die Kriimmung Null besitzen , sind die 
Geraden. 

In der Tat folgt sofort aus (5), daB x , y, z lineare Funktionen von s 
sind, auch ersieht man diese Tatsache unmittelbar aus der spharischen Ab- 
bildung. 


Ktirzester Abstand von zwei benachbarten Tangenten einer Raum¬ 
kurve. 

Es ist eine niitzliche tlbung, den kiirzesten Abstand D der Tangente im Punkt 
P(x , y, z) und der Tangente in P'(x', y\ z') zu berechnen. Von der zu entwickelnden 





1. Kapitel. § 6. Rektifizierende Ebene. 


25 


Formel werden wir spater Gebrauch machen. Dem Punkt P entspreche der Bogen s, 
dem Punkt P 9 der Bogen s + As\ weiter seien die Richtungskosinus der Tangente 
in P' a', p f , y'. 1st 0 der Winkel der beiden Tangenten, so hat man nach einer 
bekannten Formel der analytischen Geometrie x ) 

x' — x a, <x r 

(25) Dsin#= ± y' — y p p'\ 

z — z y y 

Da a = d* isi, so hat man 
ds 


(26) 


, dx As d 2 x . (As) 2 d*x 

(x = — + — 4- -—'--4- 

ds 1 ds 2 1. 2 ds 3 


so folgt 
D sin 0 = db 


Benutzt man (12) und schreibt in der Determinante (25) nurdieerste Zeile, 


_±_ (^ 5 ) 2 x i (^ 5 ) 8 d z x dx dx As d 2 x (Js) 2 d 2 x 

S ds + 172 ds* + 1.” 273 ds* H * ds 9 ds + T ds* + ITT H 


Zieht man die mittlere Spalte von der letzten und die mit As multiplizierte 
mittlere Spalte von der ersten ab, so folgt 


Dsin*=±W S 

2 


d 2 x As d*x 
ds 2 + 3 ds* ' 


dx d 2 x As d*x 
9 ds 1 ds 2 + 2 ds* + 


Zieht man weiter die erste Spalte von der letzten ab, so ergibt sich 


Dsin # : 


Ms ) 4 


12 


d 2 x As d*x , 
ds 3 + 3 ds 3 T 


dx d*x 
’ ds * ds 3 


+ M) + 


oder 


D sin # — db 


(As)* 

12 


d 2 xdxd*x\ ...... , 


oder nach (15) 
(27) 


I> sin » = ± + M*) # () + 


Es ist nun 

(28) sin 2 & — (py f — P'y) 2 4 ( yc %' — y'») 2 4 (<%/?' — <*'P) 2 . 

Fur die Reihenentwicklung von Py — p'y nach Potenzen vonJserhalt man 
nach (26) und (7) 

Idy d 2 z dz d 2 y\ AAs 

P y’ - P'y = As (J ^ - 4 j)+ Ms)* () + ..•-- + (/Is)* 0 + -, 
also nach (28) 


(As) 2 


As 


+ Ms)* 0 + 


sin 0 = -- (1 + As () + 


und dann nach (27) 
D= ± 


Ms)* 


+ 


), 

W 4 0 


12rp (1 4^*0 + •••) 1 1 4^*0 4 


■ 4 


*) Vgl. z. B. Salmon-Fiedler, „Analyt. Geom. des Raumes", herausg. 
von A. Brill und K. Kommerell, 5. Aufl. Leipzig 1922, S. 51. 
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Man hat also endlich 

<»> 

wenn As und D als positive Grofien angesehen werden. An dieser Formel ist be- 
merkenswert — und darauf werden wir spater zuriickkommen — dafi der kiirzestc 
Abstand von zwei benachbarten Tangenten einer Raumkurve in Be- 
ziehung auf As von der dritten Ordnung klein ist, falls 1 : rg 4= 0 ist. 


§ 6. Die Formeln von Frenet. Torsion (zweite Kriimmung). 

Fur die Untersuchung der Kurven und Flachen sind die Ableitungen 
von oc P, y; A, fi, v nach der Bogenliinge s besonders wichtig. Man 

wird so zu den sogenannten Frenetschen oder Serretschen Formeln gefiihrt. 
Aus den Formeln (7) des § 5 erhalt man fur die Ableitungen von oc, f), y 
doc _ l dp __ m dy ___ n 

' ' ds r ’ ds r ’ ds r ’ 

wo r der Kriimmungsradius ist. Man hat nun 

A 2 + jot 2 + v 2 = 1, ocA + pfj, + yv = 0 
und hieraus durch Differentiation, da nach (1) 


doc 


dp 


dy 


1 


ist, 


k ds+v£ + -2~; <«+/» + »)-o 


„ dA dii dv 
A + fi X + v , = 0, 


' ds 

dA 

ds 


ds 

dfi 


ds 

dv 


+ *aF-+r*-°. 


Es ergibt sich jetzt 


2 ■ t : £ = ^ M : (o£v - yA): m - Kfi) 


oder wegen der Orthogonalitat der Determinante S. 19 

dA du, dv 7 

.: ~r :: .... s= l : m : n. 

ds ds ds 

Ist q ein Proportionalitatsfaktor, so kann man 
dA l dfi m dv 

ds ~~ g ’ ds ~ q ds ~ 

setzen. Dabei ist 

1 // 75\2 / / Z ,#\ 2 ///«\2 

(3) 


( 2 ) 


1 _ /^\ 2 i / (iM 2 , /dv\ 2 
p 2 \ds) \ ds) \ds) 


Die GroBe 1 nennt man die Torsion, Windung oder zweite Krum- 
Q 

mung der Kurve. Nach (3) ist sie nur bis auf das Vorzeichen bestimmt; 
wir werden aber sogleich eine Darstellung fur die Torsion geben, aus der 

sich — als eindeutige Funktion der Bogenlange ergibt. Ebenso wird die 

geometrische Deutung der Torsion unten gegeben werden. 
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Da nun 


l — yja — fiv, m = <xv — yA, n — fiX — ocjll 


ist, so erhalt man z. B. 



oder nach (1) und (2) 

dl _ 1 , , 1 , , , 

ds - y (v n — vm) - — (ym — fin) 

Oder 


dl _ a A 
ds ~~ r q 

Stellt man die Formeln (1) und (2) und die letzte Formel mit den entsprechen- 
den zusammen, so hat man 



Dies sind die wichtigen Formeln von Frenet 1 ) bzw. Serret. 

Es soil nun, wie schon oben angekiindigt wurde, die Torsion — 

Q 

alseindeutige Funktion der Bogenlange s dargestellt und auch geometrisch 
gedeutet werden. Aus (4) folgt 


1 _ IdX _j_ md/ub ndv 
o ds ds ds 


Aus den Formeln (7) des § 5 erhalt man 

; _ (dy d?z _ dz d 2 y\ 
r \ ds ds 2 ds ds 2 ) 

hieraus 


dl _ A dr , Idy dH _dz d?y \ 
ds ~~ r ds r \ ds ds 3 ds ds 3 ) ’ 


und jetzt durch Eintragen in (5) 

_ k = A dr Xll + rZl (° 
q r ds \t 

wo in den Summen die andern Glieder durch zyklische Vertauschung der 


(dy d 3 z 
{ds ds 3 


dz d 3 y 
ds ds 3 


)• 


Frenet, „Sur les courbes k double courbure**, Th&se, Toulouse 1847. 

S. auch Journal de MathSm., T. XVII (1852). Serret, „M6moire sur quelques 
formules relatives k la thGorie des courbes k double courbure**, Journal de Math6m., 

T. XVI (1851). 







28 


I. Abschnitt. Die Raumkurven. 


Buchstaben hervorgehen. Beachtet man, daB SIX ■ 
§ 5, (7) durch r , so folgt 


Oder 


0 ist, und ersetzt l nach 


( 6 ) 




d 2 xi 

f dy d z z 

dz dhy 

ds 2 

ds ds 3 

ds ds 3 

dx 

dy 

dz 


ds 

ds 

ds 


d 2 x 

d 2 y 

d 2 z 


ds 2 

ds * 

ds 2 

? 

d 3 x 

d 3 y 

dh 


d? 

ds 3 

ds* 



womit die geforderte Darstellung gegeben ist. Die rechte Seite von (6) ist uns 
schon § 5, (15) begegnet. 

Wie im vorigen Paragraphen die Kurve mit Hilfe der Tangenten 
auf die Einheitskugel abgebildet wurde, so kann man auch die Binormalen 
ganz entsprechend zur Abbildung verwenden. Zieht man also durch den 
Mittelpunkt der Kugel die Parallele zur positiven Binormalen im Kurven- 
punkt P , so erhalt man als Bild den DurchstoBungspunkt p mit der Kugel 
— das Binormalenbild von P. Bildet man so alle Kurvenpunkte ab, 
so erhalt man auf der Kugel als Bild eine andere Kurve mit den Gleichungen 
(7) X = X, Y = p, Z = v. 

Dem Bogenelement ds der Originalkurve entspricht ein Bogenelement dr 
der Bildkurve, wo 

dr 2, = dX 2 + dp 2 + dv 2 

ist. Das Bogenelement dr, welches auch als Torsionswinkel bezeichnet 
wird, ist der Winkel, den die Schmiegungsebene in P mit der benachbarten 
Scbmiegungsebene in P'{PP' — ds) bildet. Nach (3) und der letzten Gleicbung 
hat man nun 


( 8 ) 


dr\ 

2s I 


je groBer also bei gegebenem ds der Torsionswinkel dr ist, d. h. je starker 
die Schmiegungsebene beim tlbergang von P nach P* gedreht ist, um so grOBer 
ist der Absolutwert der Torsion; um so mehr weicht also die Kurve in P von 
einer ebenen Kurve ab. Nun kann beim tlbergang von P zu P' die Schmiegungs¬ 
ebene um das Bogenelement ds fur einen Beobachter, der in P stelit und in der 
Richtung PP' = ds blickt, im Uhrzeigersinn oder im entgegengesetzten 
Sinn gedreht erscheinen; je nachdem wird die Torsion ein positives oder 
negatives Vorzeichen besitzen. In der Tat hat nach (6) 1: q ein Vorzeichen. 
Aus den Erorterungen des § 5 geht hervor, daB im ersten Fall die Torsion 
positives, im zweiten negatives Vorzeichen besitzt. Man kann auch sagen: 
in Punkten, wo die Torsion positiv ist, ist die Kurve wie eine 
rechtsgangige Schraubenlinie, in den Punkten mit negativer 





1. Kapitel. § 6. Die Formeln von Frenet. Torsion (zweite Krlimmung). 29 


Torsion, wie eine linksgiingige Schraubenlinie gewunden (vgl. 
hierzu auch § 8). 


Bemerkung. Das Vorzeichen der Torsion ist unabhangig von der Richtung, 
in der die Kurve durchlaufen wird; denn nach (6) andert sich q nicht, wenn s mit 
— s vertauscht wird; das ist iibrigens auch geometrisch einleuchtend. Dagegen 
ist das Vorzeichen der Torsion abhangig von der Orientierung der Koordinaten- 
achsen. Vertauscht man z. B. die positive Richtung der z-Achse mit der negativen, 
d. h. geht man zu einem Linkskoordinatensystem iiber, so andert nach (6) 1: q das 
Vorzeichen. 

Die Gleichung (8) hat dieselbe Form, wie die Gleichung (24) im § 5; nur ist 
an Stelle des Winkels zweier konsekutiven Tangenten da der Winkel zweier konse- 
kutiven Schmiegungsebenen (oder Binormalen) dr getreten. Entsprechend dem 
Kriimmungsradius r bezeichnet man den Proportionalitatsfaktor q als „Tor- 
sionsradius 44 , wobei jedoch zu beachten ist, dafi q nicht, wie r, eine geometrische 
Bedeutung als Radius eines Kreises hat; q ist vielmehr eine rein analytische Grofie. 

Wir stellen zum SchluC noch die Frage: Flir welche Kurven ist die 
Torsion uberall Null? 

Nach (3) hat man 

A = c 1} /z = c 2 , v = c 3 , 

dx 

wo e lt c iy c 3 drei Konstanten sind. Nun ist = 0, also nach § 5, (7) E -- = 0, 
d. h. 

Cj x + c 2 y + c 3 z — c 4 . 


Die Kurven von konstanter Torsion Null sind also eben, was auch 
vorauszusehen war. 


Kinematische Ableitung der Frenetschen Formeln. 

G. Darboux 1 ) hat in seinen benihmten ,,LeQons 44 die Differential- 
geometrie durch kinematische Betrachtungen begriindet. Da diese schonen 
Metboden, wenn sie auch dem rigorosen Mathematiker nicht streng genug 
erscheinen mogen, sehr anschaulich sind und auch neuerdings wieder benutzt 


werden, so moge hier die kinematische 
Darboux in freier Weise dargestellt 
werden. 

Im Punkt P(s) der Raumkurve 
ziehe man in Richtung der Tangente, 
Hauptnormale, Binormale dieEinheits- 
vektoren t, n, b; nach unseren Fest- 
setzungen bilden sie ein Rechtssystem. 
Wird in dem Nachbarpunkt P'(s + ds) 
dieselbeKonstruktion ausgeftihrt, so hat 

man die Vektoren t + ~ ds, n + 

ds ds 

d/b 

b + -i- ds . Nach bekannten kinema- 
ds 

tischen Siitzen muB es moglich sein, 


Ableitung der Frenet-Formeln nach 



1914. 


) G. Darboux, „Le$ons sur la th6orie g6n6rale des surfaces 44 , 4 Bde., 2. Aufl. 
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das Dreikant in P f durch eine Translation und Rotation mit dem Dreikant 
in P zur Deckung zu bringen. Die Translation tds verschiebt das Dreikant 

in P' parallel mit sich, so daB wir jetzt in P das Dreikant t, tt, b und t + ds , 


n + —ds, b + — ds haben. Es muC nun durch P eine Achse b geben, so daB 
ds ds 

das erste Dreikant durch positive Drehung um die Achse b mit dem zweiten 
Dreikant zur Deckung kommt. Der „Drehvektor“ b sei so normiert, daB der 
positive Drehwinkel |bj • ds ist; dabei soil die Drehung fur einen Beobachter, 
der in der Richtung b blickt, dann als positiv gelten, wenn sie ihm im Uhr- 
zeigersinn erfolgt. Ein von P ausgehender Vektor r erfahrt dann nach der 
bekannten Formel von Euler eine Zunahme dr, die sich aus 


(9) 


dr 

ds 


b x r 


ergibt, wo das Zeichen x die vektorielle Multiplikation bedeutet. Den 
Drehvektor kann man sich in Komponenten nach t, n, b zerlegt denken, so daB 


(10) b = at + + cb 

ist, wo a, b. c drei Skalare sind. Jetzt hat man nach (9) 

db 


dt i , dn c v 

, ■ = b x t, j =bx n, 

ds ds 


ds 


= b x b. 


Setzt man hier aus (10) fur b die rechts stehende GroBe ein und be- 
achtet, daB 

(11) t x it = b, nxb = t, bxt = n 

ist, so erhalt man 


(12) ^ = -6t+cn, 


dn 

ds 


= ab 


i db . ,. 

ct, — = — an + bt. 
as 


Nun liegen die Vektoren t und t + dt beide in der Schmiegungsebene 
(Fig. 8), und dt steht senkrecht auf t, j*- hat also nach t keine Komponente; 

es ist also nach (12) 

A+dt b = 0 

und darum 




(13) 


dt 

ds 


dn t 

= cn, = ab — ct, 
ds 
db 

= — an. 
ds 


Da dt stets in Richtung der posi- 
tiven Hauptnormalen weist, so ist c positiv. Aus (13) folgt so 

dt 


c = 


ds 


I dt 1 ist aber das spharische Tangentenbild von ds, und es ist daher nach 
§ 5, (24) 

dt _J L 
ds r ’ 


( 14 ) 



1. Kapitel. § 6. Die Formeln von Frenet. Torsion (zweite Kriimmung). 31 


also gleich der Kriimmung 1 : r in P. Nach der letzten Formel (13) ist 
(15) M = |S 

und, da | db | das sphiirische Binormalenbild von ds y also gleich dem Absolut- 
wert des Torsionswinkels dr ist, so folgt aus (15) und (8) 

1 


a\ = 


Wir setzen 


(16) a = — 

<? 

und sind dann in Ubereinstimmung mit friiheren Festsetzungen; denn aus 

It 

der letzten Formel (13), die jetzt nach (16) -- =-lautet, folgt, daB bei 

ds g 

positiver Torsion 1 : g die Schmiegungsebene in P beim Obergang zur 
Schmiegungsebene in P f fur einen Beobachter, der in der Richtung PP' — ds 
schaut, im Uhrzeigersinn um ds sich dreht da ja db in die Richtung der nega- 
tiven Hauptnormalen weist. Aus (13), (14) und (16) erhalt man 
(\h\ dt _ n dit _____ t , b db _ _ n 

{ ) ds ~ T ’ ds “ re’ els ~ Q ’ 

das sind die (vektoriell geschriebenen) Formeln von Frenet. Man erhalt aus 
ihnen die F’ormelu (4), wenn man bedenkt, daB die Vektoren t, n, b als Korn- 
ponenten nach den Koordinatenachsen die GroBen <%,/?, y; /, /w, n; A, /a y v 
besitzen. Fur den Drehvektor b erhalt man nach (10), (14) und (16) und 
we gen b — 0 

(18) b = A + A . 

Q r 

Er liegt in der rektifizierenden Ebene, steht also auf der Hauptnor¬ 
malen n senkrecht. Fur den Drehwinkel erhalt man 


(19) lb| + j/A+ 

Die infinitesimale Drehung kann nun nach (18) durch zwei solche 
ersetzt werden: 

ds 

1. Durch die Drehung um die Tangente um denWinkel— (= Torsions- 

Q 

winkel dr), und zwar im Uhrzeigersinn, wenn g positiv ist. 

2. Durch eine Drehung um die Binormale um den stets positiven Winkel 
ds 

— (= Kontingenzwinkel da). 

Durch diese beiden aufeinanderfolgenden Drehungen wird das erste 
Dreikant in P in das zweite in P iibergeflihrt. Ubt man jetzt noch die Trans¬ 
lation tds aus, so erhalt man das Dreikant in P'. Die Drehung (18) und die 
darauffolgende Translation ids kann durch eine einzige Schraubenbewegung 
ausgefiihrt werden. Es entsteht die Frage: Welches ist die Achse der Schrau- 
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bung, 'welches ist der Drehwinkel in bezug auf die Schraubenachse und welches 
ist die Translation parallel der Schraubenachse ? Da sich oben ergeben hat, 
da£ der Drehvektor b auf der Hauptnormalen und dairut auch auf der konse** 
kutiven Hauptnormalen senkrecht steht — beide Dreikante spielen doch 
dieselbe Rolle — so vermutet man, daB die Schraubenachse der kiirzeste 
Abstand der beiden Hauptnormalen (parallel zu b), die Translation parallel 
zur Achse also dieser Abstand selbst, und der Drehwinkel der Winkel der 
beiden Hauptnormalen ist. 

Anmerkung. Diese Vermutung wird durch die Rechnung bestatigt. Wird 
namlich ein starres System um eine durch den festen Punkt P (hier den Punkt P 
der Raumkurve) gehende Achse a (Einheitsvektor) um den Winkel <p gedreht und 
dann dem System die Translation g aufgepragt, so kann nach dem Satz von Chasles 
diese Bewegung durch eine Schraubenbewegung um eine Achse © parallel zu a 
bewerkstelligt werden. Der Drehwinkel y ist derselbe, wahrend die Translation 
parallel zu © durch a(ctS) gegeben ist. Der Endpunkt des von P ausgehenden Vektors 

(20) e - -J + - (a X 8) ctg -J 


gibt einen Punkt der Schraubenachse x ). In unserm Fall ist nach 
durch Normierung in den Einheitsvektor a ubergefiihrt ist. 


( 21 ) 





1 

r 2 ’ 


(18), wenn b 


und nach (19) und dem oben Ausgefiihrten 


( 22 ) + 

Aus (20)—(22) folgt so 


ds, £ = ids . 


ids 
e = — 
2 


(bXt) 


: (<?■ + >) ’ 


wobei ctg-^ durch 1 : ^ ersetzt werden konnte. Da 6 X t = n ist und vernach- 
2 2 2 
lassigt werden kann, so folgt 


(23) 


e — 


r q 2 n 


und man rechnet leicht nach, dafi dadurch in der Tat der FuBpunkt des kurzesten 
Abstands der beiden Hauptnormalen auf der Hauptnormalen n definiert ist; iibrigens 
ist das auch deshalb klar, da durch Schraubung um die Achse ©, die durch den durch 
(23) defmierten Punkt von n geht und auf n senkrecht steht, die Hauptnormale n 
in die konsekutive Lage ubergefiihrt wird. Fur die Translation a(a£) parallel zur 
Schraubenachse, erhalt man nach (21) und (22) 



Der Betrag dieser Translation, namlich 


rds : + j/r* + g 2 , 


x ) Vgl. K. Kommerell, ,,Das System der Schraubenachsen bei beliebigen 
Bewegungen", Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vergg. XXXYIII, 1929, S. 281 IT. 
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ist ofTenbar <ler kurzeste Abstand der beiden Hauptnormalen. Der Drehwinkel ist 
durch (22) gegeben. Durch die Schraubenbewegung ist eine durch P gehende Schrau- 
benlinie deiiniert, welche in P und dem konsekutiven Punkte P' mit der Raumkurve 
das begleitende Dreikant gemein hat; sie hat in P dieselbe Kriimmung und Torsion 
wie die Kurve und wird als Schmiegungsschraubenlinie bezeichnet. 


§ 7. Die Schmiegungskugel. 

Die Punkte P, P j, P 2 , P 3 seien vier Punkte der Raumkurve, denen die Para- 
meterwerte s, s -f s -f A 2 s, s -\-A 3 s entsprechen mogen. Verlangt sei 
die Kugel durch die vier Punkte. LaBt man dann unabhangig voneinander 
die AjS gegen Null gehen, so zeigt es sich, daB die Kugel einer Grenzlage 
zustrebt. Man kommt so zum Begriff der Schmiegungskugel. 

Um die Koordinaten A', Y, Z des Kugelmittelpunktes zu bekommen, 
schneiden wir die Mittellotebenen zu PP X , PP 2 und PP 3 miteinander. Die 
Mittellotebene zu PP X hat als Gleichung 

(1) (*,-af) = 0. 


wo 


( 2 ) 


. A x s , . (A x s) 2 ,, (zEs) 3 /„ , 
= x +{x + x" + x + 


ist, und die Striche Ableitungen nach der Bogenlange bedeuten. Aus (1) und 
(2) folgt 


r(. 


0i s)x' (Ajs) 2 


x" -^(x' 


+ A Z*~ + 


0i s) 2 . 


+ ' 


oder nach Potenzen von geordnet: 

Z(X-x)x' +A 1 s{z (X -- 1 x)x " - 

+ 0 i *) 2 


: f r (X — x)x' 

r e 


Dafiir schreiben wir abgekiirzt 

(3) A + BAiS + (70JS) 2 + Z>(zljA-) 3 + 


r") 

= 0. 


+ ' 


•)- 


= 0 . 


Entsprechend erhalt man fur die Mittellotebenen zu PP 2 und PP 3 

(4) A + BA 2 s + C(A,s) 2 + D(A 2 sf + • - - = 0, 

(5) A + BA 3 s + C(A z s)~ + D(J^) 3 + - - - = 0. 


Diesen drei Gleichungen miissen die Koordinaten A, Y, Z des Kugel- 
mittelpunkts geniigen. Zieht man (4) von (3) und (5) von (3) ab und 
dividiert mit A x s —A 2 s bzw. mit A x s — A 3 s, so folgt 

(6) B + C(A x s +A 2 s) + D[A x (s) 2 + (A^HA.s) + (^) 2 ] + • ■ • = 0, 

(7) B + C(A x s + A 3 s) + D[(A x s) 2 + {A X 8)(A#) + ( A 3 s ) 2 ] + • • • = 0. 
Zieht man (7) von (6) ab und dividiert mit A^s — A z s , so erh&lt man 


(8) C -f- D(A x s ~f~ A 2 s -j-zJ 3 s) + • * • = 0. 

Eommerdl, Raumkurven. I. 


3 
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LaBt man jetzt in (3) —(8) die A { s unabhangig voneinander gegen Null kon- 
vergieren, so erhalt man A = B = C = 0, also 

(9) E(X - x)x' = 0, E(X - x)x" - Ex' 2 = 0, 

2T(X — a;)#'" XV z" __ 0 

g— 2 

Wir werden sogleich sehen, dafi sich diese Gleichungen nach X , F, Z 
auflOsen lassen: Man erhalt so die Koordinaten X, F, Z des Mittel- 
punkts der Schmiegungskugel, die durch die (jetzt konsekutiven Punkte) 
P,Pi,P»Pz geht. Da 

Ex' 2 — 1 ist, hat man Ex'x" = 0, 


und statt (9) erhalt man 

(10) E(X — x)x% E(X — x)x" = 1, 
Nun ist nach § 5, (7) 

(11) x' = (X, x" = 
und darum 


a:'" = - 

r 


lr' 


Nach den Frenetformeln § 6, (4) ist 


( 12 ) 


l’ = — 01 + ~ , 

r p 

x’" — — * + * 
r 2 T 


Z/-' 


E(X — £)£'' 


0 . 


also 


Aus (10), (11) und (12) erhalt man jetzt 

E(X — x)<x — 0, E(X —* x)l= r, 


- 4 £(X - a:)* + — 27(X - x) A 
r 2 rp 


- ■ X(X -x)l = 0 
r- 


oder 


(13) X(X - a;)* = 0, E(X — a:)/ = r, E(X - x)k = or' 
und ausfiihrlich geschrieben 

(X - s)« + (X - y)p +(Z- z)y = 0, 

( 14 ) ( x ~ X ^ 1 + — y) m + ( z — z ) n = 

(X - *)A + (7 - y)p + (Z - 2)r = q d £ . 

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit <x, Z, A, dann 
mit fi und endlich mity, n , v und addiert jedesmal, so erhalt man fur die 

Koordinaten X, F, Z des Mittelpunkts der Schmiegungskugel 1 ) 


*) Diese Formeln verdankt man De Saint-Venant; vgl. seine Schrift 
,,M6moire sur les lignes courbes non planes" pr6sent6 k l’Acad. des Sciences en 1844. 
Journal de l’^cole Polytechnique, 30. cah., 1845. Die Schmiegungskugel tritt wohl 
zuerst bei FuB auf: „De sphaeris osculantibus (9. Juli 1806). M6m. de TAcad. Imp6r. 
des Sciences d. St. Petersbourg, T. VII, 1820. 
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dr 

(15) Y -y = rrn + q ^ p, 

7 _L_ dr 

Z — z = rn +ej s v- 

Fur den Radius R der Schmiegungskugel ergibt sich durch Quadrieren 
und Addieren aus (15) 

(16) 

In vektorieller Schreibweise lauten die Formeln (15) 

(17) 9i = r+m + e^b. 

9ft ist der Radiusvektor zum Kugelmittelpunkt, r der zum Kurvenpunkt; 
it und b sind Einheitsvektoren in Richtung der Haupt- und Binormalen. Aus 
(17) folgt sofort, daB der Mittelpunkt der Kugel auf dem im Kriimmungs- 
mittelpunkt der Raumkurve auf der Schmiegungsbene errichteten Lot liegt; 
dieses Lot heifit die Kriimmungsachse. Die Kriimmungsachse ist die 
Grenzlage der Schnittgeraden der Mittellotebene von PP ± und der von P 1 P 2l 
d. h. die Schnittgerade von zwei konsekutiven Normalebenen. Der Mittel¬ 
punkt der Krummungskugel kann darum auch als Schnittpunkt von drei 
konsekutiven Normalebenen aufgefaBt werden (vgl. § 3, SchluB). 


§ 8. Die Schraubenlinie des Kreiszylinders. 


Bevor wir weitergehen, sollen die bisherigen Ergebnisse auf ein Beispiel, 
namlich auf die Schraubenlinie des Kreiszylinders, angewendet werden. Hire 
Gleichungen ergaben sich in § 1, (6) in der Form 

(1) x = a cos u, y = a sin u' 1 z = ciu ctg S, 

wo d den konstanten Neigungswinkel der Tangenten gegen die Mantellinien 
des Zylinders bedeutet. Man hat nun 


dx — — a sin udu , dy — a cos u du , dz — a ctg d du , 

✓ .2 /7tj2 


ds 2 = (a 2 + a 2 ctg 2 d) du 2 = 


( 2 ) 


(3) 


■p. 7 rda 

Da l = - 1 - = 


l = 


dx 

* = ds 

P 
y 

’ UU rda du . . « . . 

ds = du ds 18t > 80 folgt 
r cos u sin 2 d 
a 


a-du* 
sin 2 d 

du sin d ' 
ds ~ a ’ 
dx du . . 

duds= ~ smusm6 ' 


= cos u sin d, 

= cos 6 . 


r sin u sin 2 d 

771 . =-, 


n = 0, 


a 


3* 
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hieraus durch Quadrieren und Addieren 

(^) r ~~ sin 2 d 

und aus den vorhergehenden Gleichungen 

(5) l = — cos u, m = — sin u, n = 0. 

Nun ist A = fin — ym usw. Man erhalt so 

(6) A = sin w cos <5, ^ = — cos u cos d, r = sin d. 


nun ist 


Die Torsion — berechnen wir nach § 6, (4) aus 
Q 

1 = _ 1 dk, 
q l ds ’ 

dk _ dkdu _ cos u cos d sin d 
ds du ds a 

/r . v 1 cos d sin d 

0 ) 


also 


q a 

Die rechtsgangige Schraubenlinie hat also, wie schon friiher erwahnt, 
in alien Punkten konstante positive Torsion. Endlich erhalt man fur den 

d’T 

Radius der Schmiegungskugel nach § 7, (16), da nach (4) gleich Null ist, 

" as 


( 8 ) 


R — r = 


a 

sin 2 6 


dr 

Der Mittelpunkt der Schmiegungskugel fallt nach §8, (15), da = 0 ist, 

as 

mit dem Kriimmungsmittelpunkt zusammen: Man hat 

(9) X == — a cos u ctg 2 d, Y — — a sin u ctg 2 d, Z = au ctg d. 
Konstant sind die Werte: y, n, v, r, q, R. Es ergeben sich daraus 
unter Beriicksichtigung der berechneten Werte folgende Satze fiir die 
Schraubenlinie. 


Satz 1. Die Tangente bildet mit der z-Achse ( Zylinderachse ), oder die 
Normalebene mit der xy-Ebene den konstanten Winkel d. 

Satz 2. Die Binormale bildet mit der z-Achse, oder die Schmiegungsebcne 

mit der xy-Ebene den konstanten Winkel ~ — d. 

Satz 3. Die Hanptnormale ist das Lot vom Kurvenpunkt auf die Zylinder¬ 
achse, oder die rektifizierende Ebene ist Tangentialebene an den Zylinder. 

Satz 4. Die Schraubenlinie besitzt konstante Kriimmung und konstante 
Torsion. 

Satz 6 . Der Radius der Schmiegungskugel ist gleich dem Kriimmungs - 
radius. 

Satz 6. Der Kriimmungsmittelpunkt fallt mit dem Mittelpunkt der 
Schmiegungskugel zusammen. Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte ist eine 
Schraubenlinie mit derselben Ganghohe auf einem Kreiszylinder mit derselben. 
Achse und dem Radius a ctg 2 d = r — a. 
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Wir zeigen noch, daB die Schraubenlinie in sich verschieb- 
bar ist. Zu diesem Zweck drehe man das zyz-System um die z-Achse um 
den Winkel u 0 und verschiebe es parallel zur z-Achse um aw 0 ctg<5; die neueLage 
des Koordinatensystems werde mit x'y'z' bezeichnet. Man hat nun 
x' — x cos u 0 + y sin u 0 — a (cos u cos u Q -f- sin u sin m 0 ), 
y' — — x sin u Q + y cos u Q — a(— cos u sin u Q + sin u cos w 0 ), 
z' — z — au 0 ctg <5 — (u — u 0 ) a ctg <3. 

Setzt man u — u Q — u ', so folgt 

(10) x' — a cos u\ y' = a sin u\ z' — au' ctg <3. 

Diese Gleichungen stimmen abgesehen von der Bezeichnung mit (1) 
uberein. 

Ordnet man nun die Punkte der Schraubenlinie paarweise dadurch ein- 
ander zu, daB man n — u' setzt, so erkennt man, daB die Schraubenlinie 
auf sich selbst kongruent bezogen ist. Das war aber zu beweisen. Obrigens 
wird sich dies auch aus § 10 leicht folgern lassen. 


( 1 ) 


§ 9. Die natiirlichen Gleichungen einer Raumkurve. 

Die Frenetschen Gleichungen 

doc l dl _ _oc dX ___ l 

ds r ’ ds r q ’ ds q 

konnen als ein System linearer Differentialgleichungen fiir die drei Funktionen 

1 1 

■ex, /, X angesehen werden, wobei und — als Funktionen von s gegeben sind. 

r q 

1 1 

Setzt man voraus, daB diese Funktionen — und in einem gewissen Inter* 

r q 

vail 0 ^ s ^ a stetig sind und nimmt man an, daB von den Funktionen 
■a, /, X fiir den Wert s — s 0 , der dem Intervall angehoren soli, die An- 
fangswerte oc 0 , Z 0 , X 0 gegeben sind, so folgt aus der Theorie der Differential¬ 
gleichungen, daB es drei in dem Intervall differenzierbare Funktionen 
^x, Z, X gibt, welche die Differentialgleichungen (1) befriedigen 
und fiir s — s 0 die vorgeschriebenen Werte oc 0 ,l 0 ,X 0 annehmen. 

Da solche Systeme von Differentialgleichungen in der Differential- 
geometrie eine erhebliche Rolle spielen, so scheint es angezeigt, den Beweis 
fur das folgende allgemeinere System zu geben: 

(2) d p = Za it w k , i =1,2,3, 


wo die a a in dem Intervall 0 ^ s ^ a als stetige Funktionen von 5 gegeben 
sind, und wo die drei gesuchten Funktionen w i fiir s — s 0 , das dem Intervall 
angehoren soil, die Werte annehmen sollen; auBerdem setzen wir 

J^°)| ^ 1 voraus. 

Der Beweis wird durch sukzessive Approximation 1 ) gefiihrt. Der Grund- 


J ) Vgl. fiir das Folgende etwa Goursat, ,,Cours d’Analvse“, 4. Ausgabe, 
Bd. II, S. 384. 
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gedanke dieser erfolgreichen Methode ist der: Angenommen, es existieren drei 
in dem Intervall stetigeFunktionen w^w^w 3 , welche (2) geniigen, dannmiiBte 

(3) <#i = + / f 27 <*ik w k ) ds, i = 1, 2, 3 

to / 

sein, und zwar identisch fiir alle Werte s des Intervalls. Ersetzt man rechts 
die w k durch die Anfangswerte w^\ so erhalt man aus 

(4) = wf ] + / (Ua.j.w^) ds , i= 1, 2, 3 

to 

drei Naherungsfunktionen wV; mit diesen geht man wieder rechts in (3) 
ein und erhalt so drei neue Funktionen 

(5) = w< 0) + / (27 a ik w^) ds , i = 1, 2, 3; 

so fahrt man fort und erhalt dann allgemein 

(6) w ( i n) = «A 0) + / (27ds, i = 1, 2, 3. 

So 

Es ist jetzt nicht schwer, zu zeigen, daB die mit wachsendem n drei 
Grenzfunktionen zustrehen, welche den gestellten Bedingungen geniigen. 
Da die a ik im Intervall stetig sind, so sind sie auch beschrankt. Es sei 
also im ganzen Intervall 

(7) |a«|<-|, 


wo c eine positive Konstante ist. 
da | | 1 ist, 


Ersetzt man die a ik in (4) durch 


c 

3 


(8) | — w< 0) | < c | s — s 0 1 ca . 

Aus (4) und (5) ergibt sich durch Abziehen 


w{ 2) — w ( P = f 27 a ik (w^ — w^) ds , 

*0 

weiter durch eine ahnliche Abschatzung wie vorher nach (8) 

(9) | «f> - | < /c 2 1 s - | ds = (s - s o y c !“- , 

und allgemein 

I W {n) __ ^(n-l)! < — 5 o) n l < Cna ” 

1 < * 1 tt! = w! 

Die Reihe 


so folgt, 


(10) + {*<*> - } + {«f) - >} + . . . + {<> - *<"-!>} + . . . 

ist in dem Intervall gleichmafiig konvergent, da die iiberall konvergierende 
Reihe 


wf + 


, **l j. 
+ 1.2 ' 


+ 5 n « n + . 

^ n\ ^ 
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eine Majorante von ihr ist. Die Summe der n + 1 ersten Glieder von (10) 
ist w[ n) ; darum strebt w( n) mit wachsendem n einer Grenzfunktion w { zu, welche 
eben durch die Reihe (10) dargestellt ist. Es ist 
( 11 ) lim w( n) = 

n -►<» 

Die Funktionen w ( }\ . . besitzen nach (4) —( 6 ) im Intervall Diffe¬ 

rential quo tienten nach s, sind also stetig; daher stellt die Reihe (10), welche 
ja w i als gleichmaBig konvergente Reihe stetiger Funktionen definiert, eine 
stetige Funktion dar. Die drei Grenzfunktionen w i sind also stetig. Schreibt 
man statt ( 6 ) 


(12) w t + (<v< B) — «' 4 ) = w<°) + fEa ik w k ds + JEa ik (^ n-1) — w k ) ds 

S 0 *0 

und bedenkt, daB 

| cv( n) — | und | ^ w “ 1) — w k | 

gleichmaBig, d. h. fur alle Werte 5 des Intervalls mit wachsendem n gegen 
Null streben, so folgt in der Grenze aus (12) 


(13) tv, 
Aus (13) folgt aber 

(14) 


= wf> -f f E a ik w k ds. 

*0 


a'i(s 0 ) = af\ 


dwi 

ds 


= Ea ik w k , 

k-1 


i= 1,2, 3. 


Die drei Grenzfunktionen besitzen also die vorgeschriebenen Anfangs- 
werte w( 0) , sind differenzierbar und erfiillen die Differentialgleichungen (2), 
womit der Beweis beendet ist. 


Aus dem Existenzsatz ergibt sich der wichtige 

Satz. Fine Raumkurve ist , abgesehen von Hirer Lage im Raum , eindeutig 
bestimmt , wenn der Kriimmungsradius r und der Torsionradius q als in einem 
Intervall stetige und nicht verschwindende Funktionen der Bogenlange s gegeben 
sind , also durch Gleichungen 

(15) r = <p(s), q = y(s). 

Beweis. Die Lage einer Kurve im Raum ist eindeutig bestimmt, 
wenn wir festsetzen, daB einem bestimmten Wert s 0 des Parameters ein Punkt 
mit den Koordinaten x 0 , ?/ 0 , z 0 entspricht, und wenn fur diesen Punkt die 
Lage des die Raumkurve begleitenden Dreikants gegeben ist. Es seien fur 
s — s 0 die Werte der neun Kosinus <%, /?, y; l, m, n; A, fi, v gegeben, die mit 
<x 0 , ^01 ^0 usw * bezeichnet und die Koeflizienten einer rechtsdrehenden 
orthogonalen Substitution seien. Betrachten wir das System der Frenet- 
schen Gleichungen 

fiov da _ l dl _ oc . A dA_ l 

[ } ds 7 ’ ds = - 7 " 1 - Q ’ J s “ ~ 7 ’ 
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(17) 

(18) 


dfi _ m 
ds ~ T ’ 
dy _ ra 
ds “ r ’ 


dm ft , /u 

- — i -1 

ds r Q 

dn 7 , v 

ds r Q 


dfi _/>? 

ds g ’ 

dr _ _ w 

ds p ’ 


so folgt aus dem bewiesenen Existenzsatz, daB die drei Systeme (16) — (18) 
neun Integrale a, l, X usw. besitzen, die in dem Intervall differenzierbare 
Funktionen von s sind und fiir 5 = s 0 die vorgeschriebenen Werte a 0 , Z 0 , A 0 
usw. besitzen. Wir zeigen, daB diese Integrale eine orthogonale Substitution 
mit der Determinante + 1 bilden. Zu diesem Zweck multipliziere man die 
Gleichungen (16) der Reihe nach mit <%, Z, X und addiere, entspreehend 
verfahre man mit (17) und (18): man erhalt so 


doc . dl . dX _^ 


,d/3 


dm 


dfx 


ds 


ds 

dy 


P ds +m ds + ds ~ °’ 


.i dn , dv n 

Y ds+ n ds +v ds = ° 


und durch Integration 

(19) oc 2 + Z 2 + X 2 = c ly P 2 H- m 2 -f- = c 2 , y 2 + n 2 + v 2 = r 3 . 


Weiter folgt aus (16) und (17) 



entspreehend erhalt man die aus diesen durch zyklische Vertauschung liervor- 
gehenden Gleichungen. Die Integration gibt 

(20) ocP + Im + Xjli — c 4 , py + mn + fiv = c 5 , yoc nl - f- i'A = c 6 . 


Bedenkt man, daB fur s — s 0 die neun Integrale die Werte <x 0 , Z 0 , X 0 
usw. annehmen, so ergeben sich fiir die Integrationskonstanten die Werte 
(21) c x = c 2 = c 3 = 1, c 4 = c 5 = c G = 0, 


und die Gleichungen (19) —(21) zeigen nun, daB die neun Funktionen eine 
orthogonale Substitution bilden. Die Determinante 

! oc P y ! 

( 22 ) | l mn 

f * v i 

besitzt also entweder den Wert + 1 oder — 1. Fiir die Anfangswerte ist sie 
aber gleich -f 1, und darum hat die Determinante (22) auch den Wert -f- 1. 

Wir zeigen noch, daB die Frenetschen Gleichungen (16) —(18) 
nur ein System von Integralen a, Z, X usw. der verlangten Art 
besitzen. Nehmen wir an, es gabe noch ein zweites System oc t1 Z lt usw. 
so ist leicht zu zeigen, daB beide Systeme zusammenfallen. Zieht man namlich 
die in a l9 Z l7 X x usw. geschriebenen Gleichungen (16) — (18) von den entsprechen- 
den in oc, Z, X . . . gebildeten ab, so sieht man, daB auch oc — oc lT l — Z A , X — X x . . 
Integrale der Gleichungen (16) — (18) sind. Man erhalt also wie oben die fiir 
alle Werte von s giiltigen Gleichungen 
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(« - «i ) 2 + (I - h ) 2 + (A - K ) 2 = C» 

(P - Pi ) 2 + {m- mj* + {ji- to? = C„ 

(y — Vi ) 2 + (» — »i)* + (v — r,) 2 = c 3 , 
wobei Cu C 2 , C 9 Integrationskonstanten sind. Da aber beide Systeme fiir 
s = s 0 in a o, l 0 , A 0 . . . iibergehen, so folgt C x — C 2 — C z = 0 und jetzt a = 

Z = Z l7 A = A r . 

Sind nun die neun Integrale, welche nach dem Existenzsatz differen- 
zierbare Funktionen von s in dem Intervall sind, bestimmt, so erhalt man aus 

dx dy dz 

ds ~~ ds ~~ P* ds ~~ y 1 

X X 8 

x = X 0 + / txds, y = y 0 + f fids, z = z 0 + / yds, 

8 q *o *o 

weil ja oben festgesetzt wurde, daB fiir s = s 0 die Kordinaten x , y , z die 
Werte # 0 , 2 / 0 , z 0 besitzen sollen. Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. 
Da die Gleichungen 

r = <p(s ), Q = y>(s) 

die Raumkurve unabhangig von jedem Koordinatensystem vollkommen 
bestimmen, so heiBen sic die nattirlichen Gleichungen der Raum¬ 
kurve. 

Bemerkung. Man kann beweisen, daB die Integration der Frenetschen 
Gleichungen, wenn r und q in Funktion von s gegeben sind, sich auf die Integra¬ 
tion einer einzigen Differentialgleichung von Riccatischem Typus 
zuruckfuhren liiBt. 

Be we is. Da a 2 + A 2 4- l 2 = 1 ist, so kann man ofTenbar 

(23) a = L±L = «, a = 1 ± 1 = _ A 

1 — l a, — iX 1 — l a + iX v 


setzen. Aus diesen Gleichungen erhalt man durch Auflosen die GroBen <x, A, l durcii 
die beiden Parameter u und v ausgedruckt, namlich 

/0/ v 1 — UV .14 -uv u 4* 

(24) <x — ■ - , A — t , / = — 


Dieser Darstellung von drei GroBen <x , A, J, fur die cx 2 4- A 2 4- l 2 = 1 ist, werden 
wir nocli oft begegnen. 

1 

Die Parameter u und t> sind komplexe GroBen, und zwar so, daB nund — 

v 

konjugiert imaginar sind. Setzt man aus (24) die Werte fiir <%, A, l in die Frenet¬ 
schen Gleichungen (16) ein, so erhalt man statt der drei Gleichungen in a, A, l folgende 
zwei in u und v: 

du = _ 1 (L- ' ) _ A / 1 a- i ] „= 

ds 2 \ r e / 2 \ r g ) 

*L - _ 1 / 1 - 4 _ A (A + A \ 

ds 2 \ r e / 2 \ r Q) 


u und v sind also zwei verschiedene Losungen der Differentialgleichung in a 


( 25 ) 


4-1 (A+i> 

ds 2 \ r g / 2 \ r p / 
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Dies ist die Riccatische Differentialgleichung, auf deren Lbsung das Problem 
zuruckgefiihrt ist. Man zeigt leicht, daB, wenn a eine Losung von (8), und a ' die zu 

1 . 

a konjugiert imaginare GroBe ist, auch — eine Losung von (25) ist. Kennt man 

also von (25) eine partikulare Losung u, so ist der negative reziproke Wert v der 
konjugiert imaginaren GroBe von u ebenfalls eine Lbsung von (25). Die Werte von 
a. X f l ergeben sich dann aus (24). Verfahrt man mit /?, ft, m und mit y y v y n ebenso 
wie mit a, X y l y so kommt man offenbar immer auf dieselbe Differentialgleichung (25). 
Naheres s. Darboux, Lemons sur la th6orie g6n6rale des surfaces, Libre I, Chap. II. 


§ 10. Herleitung einer Kurve aus gegebenen Eigenschaften. 

Zu den allgemeinen Erklarungen der zwei letzten Paragraphen geben 
wir einige Beispiele, fiir die die Integration der Frenetschen Gleichungen 
gelingt. Als erstes Beispiel diene die 

1. Aufgabe. Die Raumkurven zu finden, fiir welche das 
Verhaltnis der Kriimmung zur Torsion, also r : q konstant = /cist. 
Aus den Frenetschen Gleichungen (4) des § 6 folgt 


rdoc 

ds 


dA 

ds 


oder 


dA doc 
ds' K ds 


0 , 




dv 

ds 


dy 
' ds 


+ k =0. 


Durch Integration erhalt man 

X + koc — A , jji k^ ~ B ^ v + ky = C , 
wo die Integrationskonstanten A,B,C die Gleichung 

A 2 + B 2 + C 2 = 1 4 - k 2 
erfiillen miissen. Man kann daher setzen 


X -f koc — a )/l + k 2 , fi + kfi — b |/l + k 2 , v + ky — c ]/l + k 2 , 

wo a 2 + b 2 + c 2 — 1 ist, also a , b , c eine konstante Richtung im Raum defi- 
nieren. 

Aus diesen Gleichungen folgt 

“ + ip +cy = j/TTP’ 

woraus zu schlieBen ist, daB die Tangente der Kurve mit jener festen Richtung 
im Raume einen konstanten Winkel bildet. Zieht man also zu dieser festen 
Richtung durch alle Punkte der Kurve die Parallelen, so erhalt man einen 
Zylinder, auf dem die Kurve liegt, wobei die Tangenten der Kurve mit den 
Mantellinien des Zylinders einen konstanten Winkel bilden. Breitet man 
diesen Zylinder in eine Ebene aus, so geht die Kurve in eine Gerade liber; 
sie ist also die Schraubenlinie des allgemeinen Zylinders. Man hat so den 
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Satz von Lancret: *) Die allgemeinste Kurve, fiir die in alien Punkten 

r konstant ist , ist die Schraubenlinie des allgemeinen Zylinders* 

9 

Die Gleichungen der Schraubenlinie des allgemeinen Zylinders sind 
(1) x — x(u ), y = y(u ). z=u ctgd. 

Dabei ist die 2 -Achse parallel zu den Mantellinien des Zylinders, d be- 
deutet den konstanten Winkel, den die Kurventangente mit den Mantellinien 
bildet, und u ist der Bogen der Grundkurve des Zylinders in der sy-Ebene von 
dem Punkt aus gerecbnet, wo die Schraubenlinie die ^y-Ebene trifft. Es ist also 



Man zeigt leicht, daB, wenn r und q einzeln konstant sind, 
die Kurve die Schraubenlinie des Kreiszylinders ist. 

2. Aufgabe 2 ): Gegeben sei eine beliebige Raumkurve; alle 
Raumkurven zu finden, die sich der gegebenen so zuordnen 
lassen, daB in entsprechenden Punkten die Tangenten parallel 
sind. 

Die gegebene Raumkurve sei dadurch bestimmt, daB die Koordinaten 
x l9 y Jf z 1 eines ihrer Punkte als Funktionen eines Parameters u gegeben seien. 
Ist s x der Bogen dieser Kurve, und sind x , y , z die Koordinaten eines Punktes 
der gesuchten Kurve, so ist 

.ox dx _ dx 1 dy _ dy x dz __ dz 1 

; ds ds x 1 ds ds x ’ ids ds x ’ 

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Tangenten in entsprechenden Punkten 
nicht bloB parallel, sondern auch gleich orientiert sind. — AuBer der gesuchten 
Kurve entspricht auch die zu ihr in Beziehung auf den Ursprung zentrisch- 
symmetrische den Forderungen der Aufgabe. Hierbei ist jedoch bei jeder 
Tangente die Orientierung entgegengesetzt. Fur die gesuchte Kurve hat 
man nun 

(4) ds — rdo, ds = gdr, 
und entsprechend fiir die gegebene 

(5) ds 1 ~r 1 da l , ds 1 ~g 1 dr 1 . 

Da aber die entsprechenden Tangenten parallel und gleich gerichtet 
sind, so sind es auch die entsprechenden Schmiegungsebenen. Ebenso sind 
die Hauptnormalen und Binormalen in entsprechenden Punkten parallel 
und gleich gerichtet. Dann hat man 

x ) Lancret, „M6moire sur les courbes Si double courbure“. M6m. pr6s. kl’in- 
stitut des sciences, lettres et arts par divers savants et lus dans ses assembles. 
Paris 1805; pr6s. en 1802. Vgl. auch die Monographic: „Die Schraubenlinien“, 
Ing.-Diss. von Frieda Nugel, Halle 1912 und die dort angegebene Literatur. 

2 ) Vgl. E. Salkowski, „Zur Bestimmung aller Raumkurven, fiir welche 
zwischen Kriimmung, Torsion und Bogenlange eine gegebene Gleichung besteht‘\ 
Sitzungsber. der Berl. math. Ges., IV. Jahrgang, 4. Stuck, 1905, S. 64 ff. 
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(6) da = da x , dr = dx x . 
Aus (4) — (6) folgt nun 

ds ds x ds __ 

(7) r - /-x ’ 'a - ei ’ 

und hieraus 


( 8 ) 


r = r x 

Q Qi * 

Sind also zwei Raumkurven so aufeinander bezogen, daB 
in entsprechenden Punkten ihre Tangenten parallel und gleich- 
gerichtet sind, so ist das Verhaltnis von Rriimmung und Tor¬ 
sion bei beiden Kurven dasselbe 1 ). 

Aus (3) und (7) erhalt man jetzt das Gleichungssystem 
dx __ dx x dy _ dy x dz _ dz x 
r ~ r x ’ r r x ’ T ~ ’ 

K ' dx _ dx x dy _ dy x dz _ dz x 

q Qi Q Qi Q Qi 

Nimmt man nun in (9) r bzw. q als willkurliche Funktion des Para¬ 
meters u an, so folgt 


(10 a) 


' = fr dXl ’ y = j'f d]h ’ z = 


oder 


(10 b) 


? = f ° dx u y = f- e - dy t , z = / 6 dz x . 

J Qi J Qi J Qi 

Dadurch ist die Aufgabe gelost; man iiberzeugt sich umgekehrt leicht, 
daB durch (10 a) oder (10 b) die Gleichungen (3) erfiillt sind. 

Wir geben fur die gefundenen Formeln einige Anwendungen. 
a) Durch die Gleichung 

(11) f(r,Q,s) = 0 

ist eine gewisse Kurvenklasse definiert. Es sollen alle Kurven 
der Klasse gefunden werden, welche parallele und gleichge- 
richtete Tangenten zu einer gegebenen Kurve haben. 

Es seien also wieder x x , y x , z x , d. h. die Koordinaten eines Punktes der 
gegebenen Raumkurve als Funktionen des Parameters u gegeben. Aus (8) 
und (11) kann man r und q als Funktionen von s und a bestimmen 

(12) r= 9 ?(s, u), (? = y){s, u). 

Aus (7) und (12) folgt 

ds _ <p(s, u) ds x 


du, 


du 


Ist die Losung dieser Differentialgleichung bekannt 


*) Vgl. N. I. Hatzidakis, „Om nogle Konsekvenser af Frenet’s og Brunei’s 
Formler“. Nyt Tidsskrift f. Math., Bd. 13, Nr. 3. 
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(14) s = %(«), 

so erhalt man jetzt aus (3) die Gleichungen der gesuchten Kurve in der Form 

(15) x = f~£du, y = j’-?* du, z = J s £ du , 

wo die Striche Ableitungen nach u bedeuten. Da jeder Kurve (#, y, z) im 
Raume unendlich viele mit parallelen Tangenten zugeordnet werden konnen, 
so erhalt man durch die Gleichungen (15) alle Kurven der vorgelegten Klasse. 

1st die Beziehung (11) von der Form , s j =0, so hat man nach 

( 8 ) /(- 1 , 5 | =0; diese Gleichung gibt nach s aufgelcist (14), so dafi auch 

\(?i / 

jetzt die Gleichungen (15) gelten. Eine Ausnahme bilden nur die Schrauben- 

linien des allgemeinen Zylinders r = const.; denn aus ( 8 ) folgt r± — const., 

Q Qi 

d. h. die gegebene Kurve muB selbst eine allgemeine Schraubenlinie sein 
(Aufg. 1). Die allgemeinen Schraubenlinien lassen sich also nur einander, 
nicht aber beliebigen Kurven zuordnen. 

b) Bestimmung der Raumkurven von konstanter Kriim- 
mung bzw. konstanter Torsion. Man erhalt unmittelbar aus (10 a) 
bzw. (10 b) die Gleichungen: 



X = 

r f 

>j 

du , 

X = e ( 

du , 



J 



L J 

Qi 

(16) 

y = 

r I 

Vi 

ri 

du , bzw. 

y = ej 

-- 1 du , 

Qi 


■-_ 

rf 

► 

du , 

z- t f 

— du . 



J 

r x 



Qi 

c) Die 

Kurven 

zu 

bestimmen, 

welche 

durch die 

(17) 




f(r, e) = 

0 



definiert sind. 

Wir sehen wieder von den allgemeinen Schraubenlinien -- = const., die 

g 

in Aufg. 1 behandelt sind, ab. Aus ( 8 ) und (17) erhalt man r und g als Funk- 
tionen von u, und nunmehr aus (9) die Gleichungen der gesuchten Kurve: 

(18a) x =f ^x'ldu, y= J^y[du, 5= f du , 

oder in der Form 

(18b) x = J ^ x[du , y = J^yldu, z — J ^ z{du. 

1st speziell die Gleichung (17) von der Form 

( 19 ) A r+ B n =l, 


wo A und B Konstanten sind (B ertr andsche Kurven, Naheres s. Aufg. 5), 
so erhalt man mit Hilfe von ( 8 ) 
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und jetzt nach (18 a) 

( 20 ) 



x = A f X - du + B f Xl du , 
J r i J Qi 

y = A J^du +B 
z= A y* ** du + B J" ^ du. 


Die ersten Integrate der rechten Seiten von (20) stellen nach (16) die 
Koordinaten flir einen Punkt einer Kurve von konstanter Krummung, die 
zweiten Integrate ebenso die von einer Kurve konstanter Torsion dar, die 
mit der Kurve (x l9 y l9 z x ) in entsprechenden Punkten parallele Tangenten 
besitzen. Man hat so den 


Satz (Salkowski). Wenn man die entsprechenden Punkte zweier Raum- 
kurven, von denen die eine konstante Krummung, die andere konstante Torsion 
besitzt , und die iiberall parallele und gleichgerichtete Tangenten haben , mit - 
einander verbindet und die Verbindungsstrecken nach einem beliebigen, aber 
festgewdhlten Verhdltnis teilt , so liegen alle Teilpunkte auf einer Bertrandschen 
Kurve, 

3. Aufgabe. Von einer Raumkurve ist das spharische Bild 
der Tangenten gegeben; gesucht sind die Gleichungen der 
Kurve. 

Die Aufgabe kann leicht mit Hilfe der in Aufgabe 2 gegebenen Formeln 
gelost werden. Man erhalt aber die Losung unmittelbar aus den Formeln 
§ 3, (2). Bedeutet namlich V einen Proportionalitatsfaktor, so hat man 


dx 

du 


= V<x, 



dz 

du 


Vy, 


wo p, y gegebene Funktion von u sind. Hieraus folgt 

(21) z = fVadu , y — J Vfidu, z=/Vydu, 

wo V eine willkiirliche Funktion von u ist. 

Man kann iibrigens diese Aufgabe auch so losen, daB man Formeln 
erhalt, die frei von Quadraturen sind. Wir verweisen in dieser Beziehung auf 
die in der FuBnote 1 ) angegebene Arbeit. 

4. Aufgabe. Von einer Kurve ist das spharische Bild der 
Binormalen gegeben; gesucht sind die Gleichungen der Kurve. 

Es sind also X, /u, v als Funktionen eines beliebigen Parameters gegeben. 
Es ist nun nach § 6, (4) 

, dX du dv 

l =-*ds' m =-eds' n= -0ds’ 


M Vgl. E. Salkowski, „t)ber algebraisch rektifizierbare Raumkurven“, 
Math. Annal. Bd. 67, 1909, S. 445 ft. 
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weiter nach § 3 , (2) und den letzten Gleichungen 


dx du 

* = * = mv ~ n t* = ~ « dl 

Man hat also als Gleichungen der Kurve 


/ da dv\ 
du “ ** du) 


I' I dv du\ 

~~ J Q v du v du) 


usw., 


wo q eine willklirliche Funktion von u ist. 

Man kann auch hier die Losung frei von Quadraturen geben; vgl. wieder 
die oben zitierte Arbeit von Salkowski. Dort ist auch angegeben, wie die 
Aufgabe zu losen ist, wenn das spharische Bild der Hauptnormalen gegeben 
ist. Wir begniigen uns mit diesem Hinweis, da wir von den betreffenden For- 
meln keinen Gebrauch machen werden. 


5. Aufgabe. Die Bertrandschen Kurven. 

Man kann versuchen, zu einer Kurve eine zweite zu suchen, die mit 
ilir die Hauptnormalen gemein hat. Wir wollen zeigen, daB dies nur 
moglich ist, wenn fur die gegebene Kurve zwischen der Krummung und 
Torsion eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten von der Form 


( 22 ) 


A 


+?- 


besteht. Eine solche Beziehung besteht dann auch fur die gesuchte Kurve. 
Solehe Kurven nennt man Bertrandsche Kurven 1 ). 

Die erste Kurve habe zu Gleichungen 
(23) x = x(s), y = y(s), z = s(s), 

dann hat die zweite Ivurve die Gleichungen 


(24) x x — x + A:/, y x — y + km, z x = z - j- kn , 

wo k eine Funktion von s ist und den Abstand der beiden entsprechenden 
Kurvenpunktc bedeutet. Durch Differentiation und Benutzung der F r e n e t - 
schen Gleichungen erhalt -man 



Da nun die gesuchte Kurve auf der Richtung l, m, n senkrecht stehen 

soil, so muC J? lc ^ = 0, d. h - ^ = 0 scin - Es daher der 

Satz. Haben zwei Kurven gemeinscime IIauptnormalen, so ist der Abstand 
entsprcchender Punkte konstant. 

Quadriert und addiert man die Gleichungen (25), so erhalt man 


(26) 


ds x 

ds 



1 ) Bertrand, „Memoire sur la th^orie des courbes & double courbure“, 
Journ. de Math. Bd. 15, S. 332—350. Man vgl. auch die Monographic F. Klaucke, 
„tlber Raumkurven, zwischen deren beiden Krummungen eine Beziehung besteht.“ 
Ing.-Diss., Halle 1916 und die dort ausfuhrlich angegebene Literatur. 



48 


I. Abschnitt. Die Raumkurven. 


wo der Wurzel hier und im Folgenden das positive Vorzeiohen zu geben ist, 
da nach § 2 der Bogen s x mit dem Parameter s wachsen soli. Durch Division 
folgt jetzt aus (25) und (26) 



so hat man nach (27) 

(29) — oc cos a + X sin a usw. 

und hieraus 


oi(x Y + + yyi = cos a; + pfii + vy x — sin a. 

a ist also der Winkel der Tangenten in entsprechenden Punkten. Jetzt 
berechnen wir nach § 6, (4) die Richtungskosinus l ly n x der Hauptnormalen 
der gesuchten Kurve. Es ist 

i ds d(Xj 

1 ri ds ± r 3 dSi ds ’ 

aus (29) folgt 

, ds ( l l . da , - da\ 


ds I l 

r, . (— cos a 

ds, l r 


da , - da\ 
i a — cx sin a , + / cos a , , 

ds ds/ 


und entsprechende Werte fiir m x und n v Da nun die Hauptnormale der ge¬ 
suchten Kurve mit der Hauptnormalen der gegebenen Kurve zusammen- 
fallt, so mufi — EXlj — 0 sein. Man erhalt so 


a da a 

0 , cos a , = 0 , 
ds 


also a — const, und den 


Satz. Der Winkel entsprechender Tangenten ist lconstant . 
Es ist also jetzt 

v j __ i r t ds /cos a sin a\ 

1 — ds t ' 

Aus (28) folgt die Beziehung 




(32) Sin <r = 0, 

r Q 

also eine Gleichung von der Form (22), was zu beweisen war. 
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Nimmt man nmgekehrt an, daB die gegebene Kurve eine Bertrandscbe 
sei, daB also eine Gleichung von der Form (22) besteht, wobei wir voraus- 
setzen wollen, daB keine der Konstanten in (22) gleich Null sei, so erh&lt man 
durch Vergleich von (22) und (32) 


k — 


A 
C ’ 


ctg 0 = 


B 
A ’ 


und die Gleichungen (24) stellen jetzt die zugeordnete Kurve dar. Diese ist 
naturlich auch eine Bertrandsche Kurve; denn sie hat mit der gegebenen die 
Hauptnormalen gemein. Also auch fur die zweite Kurve muB eine Beziehung 
von der Form (22) bestehen. Es ist nicht schwer, dies auch analytisch zu 
zeigen. 

Die Gleichungen (30) werden auch durch die speziellen Werte a — , 

oder 0 = 0 , tt befriedigt. 

JL 

Fiir 0 — oder-^ folgt aus (28) k = r; da A: konstant ist, so ist die 
2* A 

gegebene Kurve eine Kurve konstanter Kriimmung. Die abgeleitete Kurve 
7\ ist also der Ort der Kriimmungsmittelpunkte der Ausgangskurve T. Es ist 
leicht einzusehen, daB ebenfalls die konstante Kriimmung r besitzt und r 
der Ort der Kriimmungsmittelpunkte von T x ist. Dies ergibt sich auch aus den 
entwickelten Formeln analytisch. Aus (26) folgt namlieh mit k = r 

ds j k 

ds = W\ y 


da ja k — r > 0 ist, und aus (28) 


sin 0 = 


lei 


= tel : q - 


Aus (31) und den zwei letzten Gleichungen ergibt sich 

= - lr t if! • -!-?!- , also l 1= -l - r -i 
h: Q • () k 

und hieraus r x = k, l x = — l, m } — — m, n ± — — n w. z. b. w. 

k 

Fiir 0 = 0 oder 0 = n folgt aus (28) — = 0, also entweder k— 0, d. h. 

1 e 

beide Kurven fallen zusammen, oder — = 0, d. h. die gegebene Kurve JT ist 

(? 

eben und k bleibt beliebig. In der Tat existieren zu einer ebenen Kurve un- 
endlich viele zugeordnete Kurven, die mit ihr die Hauptnormalen gemein 
haben (Parallelkurven). 

Sind endlich r und g konstant, liegt also eine Schraubenlinie des Kreis- 
zylinders vor, so kann in (28) fiir k eine heliebige Konstante gewahlt werden. 
Die Gleichungen (24) stellen dann lauter koachsiale Schraubenlinien mit der- 
selben Ganghohe dar. Diese haben alle die Hauptnormalen gemein, da ja die 
Hauptnormale das Lot vom Kurvenpunkt auf die Zylinderachse ist. 

Kommerell, Raumkurven. I. 4 
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Bemerkung. Eine andere interessante, vielfach untersuchte Kurven- 
klasse bilden die Kurven von Ceskro. Man kann sich die Frage vorlegen, ob es 
eine mit dem begleitenden Dreikant fest verbundene, reelle Gerade gibt, die bei 
der Bewegung des Dreikants eine abwickelbare Flache (s. § 11) beschreibt. Die 
nahere Untersuchung ergibt, daC bei einer be lie bigen Haumkurve dies nur fur 
die in der rektifizierenden Ebene liegenden und zur Kurventangente parallelen 
Geraden der Fall ist. Soil es auBer diesen Geraden noch eine andere geben, so muB 
zwischen r und q eine Beziehung von der Form 



mit konstanten Koeffizienten bestehen. Durch diese Beziehung sind die Kurven 
von Ceskro charakterisiert. Wir gehen hierauf nicht naher ein, sondern ver- 
weisen auf die Diss. von F. Klaucke, „t)ber Raumkurven, zwischen deren beiden 
Krummungen eine Beziehung besteht“, Halle 1916 und die dort aufgeftihrte Lite- 
ratur, sowie auf die Diss. von B. Spieweck, ,,Genauere Untersuchung der Kurven 

Ak + Br = C±- Halle 1919. 
k 


2. Kapitel. 

Kurven und abwickelbare Flachen. 

§ 11. Regelflachen. 

Zu neuen Betrachtungen werden wir gefuhrt, wenn wir das aus Tan¬ 
ge nte, Hauptnormale und Binormale bestehende Dreikant langs der Kurve 
hingleiten lassen und die Gebilde untersuchen, die durch die Ebenen des 
Dreikants bei seinem Hingleiten an der Kurve, also durch die aufeinander 
folgenden Schmiegungsebenen, Normalebenen und rektifizierenden Ebenen 
erzeugt werden. Wir miissen hierbei allerdings einige Begriffe, die erst im 
II. Abschnitt eingehend behandelt werden, hier als bekannt voraussetzen 
(namentlich Tangente und Tangentialebene einer Flache) bzw. auf Ab¬ 
schnitt II verweisen. Insbesondere ist fur das Folgende der Begriff der Regel- 
flache von Wichtigkeit, dem wir uns daher jetzt zuwenden. 

Erkl&rung. Eine Regelflache entsteht durch eine stetige 
Folge von einfach unendlich vi^len Geraden: diese heiBen die 
Erzeugenden der Regelflache. Als Beispiele konnen dienen: Die Kegel- 
flkchen, Zylinderflachen, das einmantlige Hyperboloid, die stetige Folge der 
Tangenten, Normalen oder Binormalen einer Raumkurve. Zur analytischen 
Darstellung einer Regelflache ziehe man auf dieser eine beliebige Kurve C, 
welche als Leitlinie oder Direktrix bezeichnet wird (Fig. 9): die Direktrix 
mdge alle Erzeugenden schneiden. Ist P(x, y , z) ein Punkt der Regelflache, 
dessen Erzeugende die Direktrix im Punkt Q{x x , y x , z x ) unter einem Winkel 
^ trifft, und sind x ly y ly z x gegebene Funktionen des Bogens v der Direktrix 
und ebenso die Richtungskosinus l, m,n von QP , so hat man, wenn noch 
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QP — u gesetzt wird, als Gleichungen 
der allgemeinsten Regelflache 

(1) . x = x 1 +lu, y=y 1 +mu, 

z = z x + riu- 

denn andert sich hier u allein, so durch- 
lauffc der Punkt (, x , y , z) die Erzeugende 
QP\ &ndern sich dagegen u und v zu- 
gleich, so durchlauft der Punkt (#, y , z) 
der Reihe nach alle Erzeugenden. Die 
Kurve u — 0 ist die Direktrix; jede 
Kurve, fur die u — c ist, schneidet 
auf den Erzeugenden iiberall dasselbe 
von der Direktrix aus gemessene Stuck 
c ab. 

Wir betrachten nun zwei benach- 
barte Erzeugende, die den Werten v 
und v -\-A v entsprechen, und berech- 
nen ihren kiirzesten Abstand D: Dies 
wird uns veranlassen, die Regel¬ 
flachen in zwei Gattungen einzu- 
teilen. Die zweite Erzeugende moge 
die Gleichungen haben 

(2) x^x^+TU, y = 2/i-{-raw, 5 = 1 
wo in x l9 y v z l9 l,m,h der Parameter v den Wert v + Av hat; ist <p der Winkel 
der beiden Erzeugenden, so ergibt sich fur den kiirzesten Abstand D der 
beiden Erzeugenden nach § 5, (25) 

i 3/i ■— Xi l l 



Fig. 9. 


m u, 


(3) 


D sin <p — ± 


_i ~ 

Vi ~Vi 

z i z i 


m 

n 


m 

n 


Nun ist, wenn Striche Ableitungen nach v bedeuten, 
Av _/ , (Ay) 2 , 

1 1 1 .2 


<4) 


r _ i ] Av (Av ) 2 . (Av ) 2 

1 +T ‘ ' 172 1 + lTX3 < 


+ ■ 


cos <p = Zl 2 + A ,° Zll' + < 4^r 

1 1.2 


zw 


4- ^l} 3 . Zll” 
^ 1 . 2.3 


+ ■ 


Da 27Z 2 = 1, HIV = 0, 27 T 2 = — 27 ll" ist, so folgt 

cos <p = 1 - 2 V* + m '" + • 


cos 2 <p = 1 — (Av) 2 ZI' 2 + 


(AyY 


< 5 ) 


sin 2 <p = (Av) 2 ZI' 2 - Zll” 


Zll”' + 


+ 


4* 
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Aus (3), (4), (5) ergibt sich nun, wenn nur die erste Zeile der Deter¬ 
minants angeschrieben wird, 

DAv)JZV* -^ZIV" + .-- = j (Av)x[ +&£z? + ■ • • l 1 + (Av)l' + ^ l" + • 
Oder 

DAv^ZV*ZIV" + ■ ■ • = | (Av)x’ 1 +^xi'+--- l (Av)l' + -p^l" + • 
Entwickelt man die rechte Seite nach Potenzen von Av, so folgt 

D j/ ZV* - ZIV" + ---=Av\x[ l J'| + [« 1V\ + \x[ 1l"\] + 

1st die Regelflache kein Zylinder, also El' 2 4= 0, so kann man mit der 
Wurzel dividieren und dann rechts 
_1_1_1 

j/rz' 2 - ~ ZIV" + • • • fzi 7 * j/i - ~ ^ ^ 

schreiben. So erhalt man fiir D die Potenzreihe 


Av ZIV" 

1 + 6 ZV* + ’ 


±D = 


- | I M , ( Av ) 

-fz0 1 1 l + 2 i rzi 

Setzt man zur Abkiirzung 


+ l*i l 


xi l l' 

(7) H = y[ m m' , 

z[ n n' 

so unterscheiden wir zwei Falle: 

Erster Fall: II #= 0. Dies ist der allgemeine Fall: es ist dann 

(8 > ±D= -m + -"’ 

d. b. der kiirzeste Abstand benachbarter Erzeugenden ist in 
Beziehung auf die kleine GroBe Av klein von der ersten Ord- 
nung. Dies drucken wir auch so aus, daB wir sagen: Konsekutive Erzeu- 
gende scbneiden sich nicht. Diese allgemeinen Regelflachen, zu denen, 
wie man leicht nachrechnet, und wie sich auch spater ergeben wird, z. B. 
das einmantlige Hyperboloid und das Jiyperbolische Paraboloid gehoren, 
werden in II, § 23 nSher betrachtet werden. Im Augenblick ist fur uns wich- 
tiger der zweite Fall: 

Zweiter Fall: H — 0, d. h. fiir alle Werte von v, dann ist auch 

| + I*;in = 0 

und aus (6) geht hervor, daB D in Beziehung auf Av mindestens 
von dritter Ordnung klein ist. Wir sagen dann: fiir die durch 
# = 0 charakterisierten Flachen schneiden sich konsekutive 
Erzeugende. Weil alle diese Flachen ohne Dehnung und Faltung, wie sich 
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unten zeigen wird, in eine Ebene abgewickelt werden kdnnen, so nennt man 
sie abwickelbare Flachen oder Torsen. Zu dieser Flachengattung ge- 
hdrt vor allem die durch die Tangenten einer Raumkurve gebildete Flache, 
welche die abwickelbare Tangentenflache der Kurve heiBt. In der 
Tat: sind Z, m, n die Richtungskosinus der Tangente der Direktrix, so sind sie 
mit x' xi y[, z[ proportional, und H in (7) verschwindet. Auch hat sich ja 
in § 5, (29) bereits ergeben, daB in diesem Fall 

(Av) 3 


(9) 


±D 


12 rg 


+ ■ 


: r und 1 : q nicht Null 


ist, also D von der dritten Ordnung klein ist, wenn 1 
sind. 

Zu der Gattung gehoren auch die Kegelflachen, dajaje zwei Erzeu- 
gende im Scheitel des Kegels sich schneiden. 

Endlich rechnen wir auch die Zylinderflachen zu der Gattung; frei- 
lich gilt die Formel (8) nur unter AusschluB der Zylinderflachen: aber die 
Zylinderflachen teilen mit den genannten Flachen einige wichtige Eigen- 
schaften, so daB sie zu der Gattung zu zahlen sind. Einmal sind sie, wie schon 
aus den Elementen bekannt ist, in die Ebene abwickelbar: sie besitzen auch 
wie die anderen Flachen der Gattung uberall das KrummungsmaB Null (vgl. 
§ 36) und werden wie diese durch eine stetige Folge von oo 1 Ebenen einge- 
hiillt. Da weiter zwei Erzeugende parallel sind, so kann man (allerdings in 
anderem Sinne als oben) sagen, daB konsekutive 
Erzeugende sich schneiden. Endlich ist in (7) 

H = 0, wenn Z, m, n Konstanten sind. 

Umgekehrt wird sich in II, § 23 zeigen, daB 
H — 0 auf keine andern als die genannten 
Flachen der Gattung fiihrt. 

Die abwickelbare Tangentenflache 
einer Raumkurve. Wir wollen uns von 
diesen Flachen zunachst geometrisch eine An- 
schauung verschaffen: wir behalten uns vor, die 
wichtigsten Ergebnisse spater streng analytisch 
zu beweisen. 

In die Raumkurve T denke man sich ein 
Polygon PI J 1 P 2 P 3 ... eingezeichnet, wo die 
Polygonseiten PP X — P t P 2 — P 2 P 3 usw. sehr 
klein sein mogen (Fig. 10). Die Geraden 
PPi = g XJ P\Pz = g 2 usw. konnen dann nahe- 
rungsweise als Tangenten in P ly P 2 usw. ange- 
sprochen werden: sie sind also naherungsweise 
Erzeugende der abwickelbaren Tangentenflache. 

Je zwei benachbarte Erzeugende g 1 und g 2 
schneiden sich in einem Punkt (i^) von P: sie 
bestimmen daher eine Ebene (Ej) PP 1 P 2 , 
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welche als Schmiegungsebene in P 1 (naherungsweise) angesehen warden 
kann. 

Sind K undL zwei Nacbbarpunkte auf g 2 und g 3 , so kann KL als Fl&chen- 
tangente gelten: l&Bt man L auf g 3 wandern, so sieht man, daB der Ort der 
Flftchentangenten in K die Ebene E 2 ist. E 2 ist somit nach § 17 als Tangenten- 
ebene der Fl&che in K anzusehen, und da K ein beliebiger Punkt von g 2 ist, 
so beriibrt E s die Flache langs der Erzeugenden g 2 , d. h. in alien Punkten von 
g 2 . Die Flache kann noch auf eine zweite Art erzeugt werden, n&mlich als 
Einhiillende einer stetigen Folge von Ebenen E x , E 2> E z . . d. h. der Schmie- 
gungsebenen von R Je zwei benacbbarte Ebenen E x , E 2 schneiden sich in 
einer Erzeugenden g 2 , und drei aufeinanderfolgende Ebenen E X E 2 E Z bestimmen 
einen Schnittpunkt P 2 , der auf 7 1 liegt. Jeder Punkt von r teilt seine Tan¬ 
gente in zwei Teile. Nimmt man von jeder Tangente nur den einen Teil, 
etwa den, der die positive Richtung anzeigt, so erhalt man einen ersten Teil 
(Mantel) der Flache; nimmt man den anderen Teil der Tangente, so erhalt 
man einen zweiten Mantel. Beide Mantel hangen langs r zusammen, J 1 bildet 
fur die Flache eine Art Schneide oder Grat: r heiBt daher die Riickkehr- 
kante oder Kuspidalkante der Flache. Man zeigt unschwer, daB jede 
Normalebene in einem Punkt von r aus der Flache eine Kurve ausschneidet, 
welche in dem Punkt einen Ruckkehrpunkt besitzt (ebenso jede Ebene, die 
nicht durch die Tangente des Punkts geht): daher riihrt der Name Riick- 
kehrkante (,,1’arete de rebroussement“ nach Monge). 

Dreht man nun E 2 mit samt dem daranhangenden Flachenteil (E 3 , E 4 ...) 
nm g 2 um den sehr kleinenWinkel, denE x undE 2 bilden, bis E 2 in die Ebene E x 
fallt, dann E z um g 3 , bis E z in dieselbe Ebene fallt usw., so sieht man, daB die 
ganze Flache ohne Dehnung und Faltung der einzelnen Flachenteile in eine 
Ebene abgewickelt werden kann. Daher der Name ab wick el bare 
Tangenten flache 1 ). 

Rollt man eine abwickelbare Flache in die Ebene ab, so geht natiirlich 
jede Kurve auf der abwickelbaren Flache in eine ebene Kurve iiber. Es ist 
klar, daB die Bogenlange der urspriinglichen Kurve und der ebenen Kurve 
zwischen entsprechenden Punkten dieselbe ist. Von besonderem Interesse sind 
hierbei diejenigen Kurven, welche bei der Abwicklung in Gerade iibergehen. 

Man kann sich bei jeder Flache die Frage vorlegen: Gegeben sind zwei 
Flachenpunkte, auf welchem Wege auf der Flache miissen sie verbunden werden, 
damit die Linie moglichst kurz werde ? Eine solche Linie heiBt geodatische 


DaB es auBer den Kegeln und Zylindern noch andere Flachen gibt, die 
ohne Dehnung und Faltung in eine Ebene ausgebreitet werden konnen, haben Euler 
und Monge erkannt. Vgl. ftir das Folgende: 

Euler, „De solidis quorum superficiem in planum explicare licet“, Novi 
comentarii Acad. Petropolitanae, a. 1771, T. XVI, Petersburg 1772. 

Monge, „M6moire sur les D6velopp6es, les Rayons de courbure et les diffe- 
rents genres d’inflexion des courbes h double courbure", presents en 1771, M6moires 
des Savants strangers de l’lnst. T. X, p. 511—550, Paris 1785. 
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Linie der Flkche. Eine geodatische Linie auf einer Torse muB bei der Ab- 
wicklung in eine Gerade tibergehen, da ja diese in der Ebene die geodatische 
Linie ist. Von diesen geodatischen Linien gilt folgender Satz, den wir hier 
nur fiir abwickelbare Fl&chen aufstellen und beweisen, der jedoch, wie sich 
spa ter zeigen wird, fiir alle Flachen besteht, namlich: 

Satz 2. Die Sckmiegungsebene einer geodatischen Linie einer abwickel- 
baren Fldche steht in jedem Punkt auf der Tangentialebene der Flciche senkrecht. 

Wir geben hier einen geo- 
metrischen Beweis. In die Ebene 
E (Fig. 11) denken wir uns eine 
beliebige Gerade A B gezogen und 
dann die Ebene um eine zweite 
Gerade CD umgebrochen, so daB 
der Punkt B in die Nachbarlage 
B' kommt. Bei der (infinitesi- 
malen) Drehung beschreibt AB 
einen Drehkegel, dessen Achse 
CD ist. Die Tangentialebene 
langs AB steht senkrecht auf E. Diese Tangentenebene ist die Ebene BSB\ 
da SB' die der Mantellinie SB benachbarte ist. Diese Ebene ist aber zu- 
gleich die Schmiegungsebene der geodatischen Linie ASB\ in die die Ge¬ 
rade ASB bei der Abwicklung iibergeht, w. z. b. w. 

Soeben haben wir gesehen, daB die abwickelbare Tangentialfliiche einer 
Kurve r auch als Enveloppe der Schmiegungsebenen von r aufgefaBt werden 
kann. Wir wollen jetzt umgekehrt, und zwar analytisch zeigen, 
daB eine stetige Folge von Ebenen eine Flache einhiillt, die 
(abgesehen von Ausartungen) auch durch die Tangenten einer 
gewissen Raumkurve/ 1 erzeugt werden kann, also als abwickel¬ 
bare Tangentenflache von J 1 zu bezeichnen ist. 

Eine stetige Folge von oo 1 Ebenen wird dargestellt durch eine Gleichung 
von der Form 

(10) Ax+By+Cz+D = 0, 

wo A, B, C, D Funktionen eines veranderlichen Parameters u sind; wie immer, 
sehen wir diese Funktionen in einem gewissen gemeinsamen Intervall 
als analytische Funktionen an. 

Wir bezeichnen (10) zur Abkiirzung mit 

(H) /<») = 0. 

Dem Parameterwerte u + Au entspricht die Ebene f(u -f-^w) = 0 oder 

(12) /(«) + A l /'(«) + ( f“ 2 )2 /"(«) + • • • = 0. 

Die Schnittgerade von (11) und (12) ist durch 

(13) /(it) = 0 , /'(it) + f ^ /"(«) 4- =0 
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dargestelit. Diese nimmt mit Au -+ 0 eine Grenzlage an, welche durch 

(14) f(u) = 0, /'(**) = 0 

bestimmt wird: wir bezeichnen sie als Schnittgerade von zwei konsekutiven 
Ebenen und als Erzeugende der Fl&che. Jedem Parameterwerte u ent- 
spricht eine solche Erzeugende. Variiert in (14) w, so erhalt man die Ge- 
samtheit der Flachenerzeugenden. Eliminiert man aus (14) den Parameter 
w, so erhalt man die Gleichung einer Flache, von der wir zeigen wollen, daB 
sie, abgesehen von Ausnahmef&llen, auch als Tangentenflache einer Raumkurve 
angesehen werden kann. Setzt man in (14) fur u wieder u -fzlu, so erhalt 
man eine benachbarte Erzeugende mit den Gleichungen: 

(15) /(a) +~ /'(b) + ( ^“ )2 /"(«) + • • • = 0, 

/'(«) + x /"(“) + /"'(“> + • • • = °. 

Wir fragen, unter welcher Bedingung die beiden Geraden (14) und (15) 
sich schneiden; es mussen dann die vier Gleichungen 

(16) /(B) -0, /'(B) = 0, /'(*)+j^/"<»>+• ••-<>, 

/"(») + f*2 /"'(“> = 0 

eine gemeinsame Losung haben. 

LaBt manzJw wieder gegen Null konvergieren, so hat man 

(17) /(») = 0, n«) = 0, /"(«) = 0. 

Diese in re, y , s linearen Gleichungen, die ausfiihrlich geschrieben 

(18) /(w) ==Are +#2/ + Cz +D = 0, 

(19) /'(»)== A're + B'y + C'z + D' =0 , 

(20) /"(n) == A"x + B"y + C"z + D" = 0 

lauten, haben stets eine Losung, wenn in einem gewissen Gebiet des Para¬ 
meters u die Determinante 

\ A B C \ 

(21) d == A' B' C I 

A" B" C" j 

nicht verschwindet; dann kann man die Gleichungen (18) — (20) nach x,y,z 
auflosen. Dieser Losung entspricht ein Punkt, den wir den Schnittpunkt der 
beiden konsekutiven Erzeugenden u und u + Au {Au ->0) nennen. Dabeikann 
ausnahmsweise die LOsung re, y 1 z unabhangig von u sein, also 

x = a, y = 6, z = c, 

wo a, by c drei Konstante sind. Es muB dann fiir alle zulassigen Werte von u 

(22) Ad -f- Bb -f- Cc -j- D = 0 

sein, d. h. alle Ebenen der Schar gehen durch den Punkt (a, b , c); durch ihn 
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geht auch die stetige Schar von Erzeugenden (18) (19). Die Fl&che ist also 
eine Kegelfl&che, deren Scheitel der Punkt (a,b,c) ist. 

Besteht aber keine Identitat von der Form (22), so sind durch (18) 
bis (20) x , i/, z als Funktionen von u definiert, d. h. als Ort der Schnittpunkte 
von je zwei konsekutiven Erzeugenden erh&lt man eine Raumkurve J 7 , 
die also durch (18) —(20) dargestellt ist. Wir wollen nun zeigen, daB im 
Punkte (w) die Gleichungen (18) und (19) die Tangente an/ 7 bestimmen, und 
daB (18) die Schmiegungsebene fur .Tim Punkt ( u) darstellt. Die Funktionen 
x, y, z von u miissen (18) —(20) identisch befriedigen: in diesem Sinne 
sind diese Gleichungen Identitaten, und es gelten daher auch die durch Diffe- 
renzieren aus ihnen hervorgehenden Gleichungen. Aus (18) —(20) folgt so 

Ax' + By' +Cz' = 0, 

(23) A'x'+B'y' + C'z'= 0, 

Ax" + By" + Cz" = 0, 

oder 


|| A B C j 


B C 


C A 


A B j 

j| A' B’ C' 1 


B' C' 


C’ A' j 


A’ B'\ 


was bedeutet, daB die Tangente im Punkt (u) der Kurve/'zu der Erzeugenden 
(u), die durch (18) und (19) dargestellt ist, parallel ist. Da aber beide Geraden 
durch den Punkt (w) von jP gehen, so fallen sie zusammen. — Die Gleichung 

(24) AX + BY + CZ + D = 0 

stellt eine Ebene dar, die wegen (18) durch den Punkt (u) der Raumkurve/ 7 
geht. Aus (18) und (24) folgt 

(25) A(X - x) + B(Y - y) + C(Z - z) = 0 . 


Da wegen (21) A,B,C von Null verschieden sind, so folgt aus (23) 
und (25) 


(26) 


X — x 
x' 

X" 


Y-y Z-z 
y' 2 ' 

t" 


= 0. 


Jedes Koordinatentripel X, Y, Z, das (24) befriedigt, erfullt daher auch (26); 
da aber nach § 4, (5) die Gleichung (26) die Schmiegungsebene voniTim Punkt 
( u) darstellt, so ist (24) oder (18), wenn #, y , z bzw. X, F, Z laufende 
Koordinaten sind, die Gleichung der Schmiegungsebene, w. z. b. w. 

Wir mussen noch den Ausnahmefall betrachten, wo d in 
(21) gleich Null ist. 

Diese Determinante verschwindet, wenn von den drei GrdBen A, B,C 
eine oder zwei gleich Null sind; alle drei konnen nicht gleich Null sein, sonst 
wiirde (10) keine Ebene darstellen. Sind z. B. A — B = 0, so stellt (10) 
eine Schar von parallelen Ebenen dar, also ein Ebenenbiischel;istA allein 
gleich Null, so hat man entweder einen Zylinder, dessen Mantellinien parallel 
zur z-Achse gehen oder ein Ebenenbuschel, dessen Achse die Richtung der 
z-Achse hat. Verschwindet keine der drei Funktionen, so zeigt die Gleichung 
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d = 0 (21) an, daB die Funktionen A,B y C voneinander linear abh&ngig 
sind, daB also eine Identitat der Form 

(27) Aa+Bb + Cc = 0 

besteht, wo a,b,c dreiKonstanten sind 1 ). Daraus folgt aber, daB dieNormale 
der Ebene (10) auf einer festen durch a :b : c charakterisierten Richtung 
senkrecht steht, d. b. daB alle Ebenen der Schar (10) mit jener Richtung 
parallel sind: man kommt also wieder auf einen Zylinder oder ein Ebenen- 
buschel. 

Die Beziehung zwischen Raumkurven und abwickelbaren Flachen 
lassen sich noch ubersichtlicher darstellen mit Benutzung des Dualitats- 
prinzips, nacb welcbem Punkt und Ebene als entsprechende Gebilde im 
Raum anzusehen sind. Wir stellen die dualistisch sicb entsprechenden Ge¬ 
bilde einander gegeniiber: 


Einfach stetige Folge von Punkten 

— Raumkurve. 

Verbindungslinie zweier konseku- 
tiven Punkte — Tangente der Raum¬ 
kurve. 

Ebene durch drei konsekutive 
Punkte — Schmiegungsebene der 
Raumkurve. 

Geometrischer Ort dieser Ebenen 

— abwickelbare Flache der Raum¬ 
kurve. 


Einfach stetige Folge von Ebenen 

— abwickelbare Flache. 
Schnittgerade zweier konsekutiven 

Ebenen — Erzeugende der abwickel¬ 
baren Flache. 

Schnittpunkt dreier konsekutiven 
Ebenen — Punkt der Riickkehrkante. 

Geometrischer Ort dieser Punkte 

— Riickkehrkante der abwickelbaren 
Flache. 


§12. Abwickelbare Flachen, erzeugt durch die Ebenen des begleitenden 

Dreikants. 

Die allgemeinen Betrachtungen des § 11 sollen nun angewendet werden 
auf die abwickelbaren Flachen, welche entstehen, wenn das begleitende Drei- 
kant langs der Kurve hingleitet. Die Schmiegungsebene, die Normalebene 
und die rektifizierende Ebene erzeugen dann je eine abwickelbare Flache, 
und es sollen jetzt die Gleichungen dieser Flachen und ihrer Riickkehrkanten 
bestimmt werden. Wir setzen dabei wieder voraus, daB die Koordinaten 
eines Punktes (x, y , z) der Raumkurve als Funktionen eines variabeln Para¬ 
meters u gegeben sind. 

1. Enveloppe der Schmiegungsebenen (abwickelbare Tan- 
gentenfl&che). 

Die Gleichung der Schmiegungsebene im Punkt x , y, z der Raumkurve 
ist 


1 ) d ist namlich die Wronskische Determinante von A, B, C: aus einem 
bekannten Satz iiber Wronskische Determinanten folgt das im Text Gesagte. Vgl. 
z. B. G. Kowalewski, „Einftihrung in die Determinantentheorie“, 1909, S. 328. 
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(1) /(») = (X — a:)A + (Y — y)p + (Z — z) v = 0 ; 

dabei soil u der Parameter sein. Dies ist eine Gleichung von der Form 
(10) des § 11. Hieraus bilde man mit Hilfe der Frenetschen Gleichungen 

f'(u ) = 0, /"(») =0; beachtet man, daB ^ ist, so erhalt man 

( 2 ) (X — x)l + (Y — y)m + (Z - z)n = 0, 

(3) (A-“ +{) + <r-») (- £ + «) 

+>-,)(-*+’)-o, 

1 

wobei bei (2) vorausgesetzt ist, daB — =t= 0 ist, und beidemal der Faktor j— 

q du 

weggelassen wurde. Aus (1) —(3) sind die Koordinaten X, Y, Z als Funk- 
tionen von u zu bestimmen: man erhalt so die Ruckkehrkante. Nimmt man 
1 1 

an, daB auch (wie — s. o.) fur das in Betracht gezogene Intervall von u nicht 
r q 

verschwindet, so ist die Koeffizientendeterminante der in X — x, Y — y, Z — z 
homogenen und linearen Gleichungen von Null verschieden: diese Glei¬ 
chungen besitzen also nur die Losung 

X — x = 0, Y — y = 0, Z -z = 0, 
d. h. die Ruckkehrkante ist die gegebene Raumkurve und die En- 
veloppe der Schmiegungsebenen ist identisch mit der abwickelbaren Tangenten- 
flache (vgl. § 11 ). 

Ist v der Abstand des variablen Punkts (X, Y, Z) der Tangente vom 
Beriihrungspunkt, so hat man als Gleichungen der abwickelbaren Tan- 
gentenflache 

(4) X = x + m 9 Y = y + Z = z + vy, 


wo, wie iiblich, oc, /?, y die Richtungskosinus der Kurventangente im Punkt u 
bedeuten. Ist u konstant, v dagegen variabel, so durchlauft der Punkt X, Y, Z 
die Tangente im Punkt (#,?/, z), also eine Erzeugende. Andern sich u und v 
gleichzeitig, so wandert der Punkt X, Y, Z auf alien Erzeugenden, beschreibt 
also die Flache. X, Y, Z sind Funktionen der beiden Parameter w, v ; die 
Elimination von w, v wiirde auf eine Flachengleichung der Form F( X,Y, Z) — 0 
fiihren. 

2. Enveloppe der Normalebenen (abwickelbare Polarfl&che). 

Die Normalebene in P(w) hat die Gleichung 
(5) f(u) == 2T(X -x)ot = 0 ; 

hieraus folgt durch Differenzieren nach u 


oder mit Hilfe der Frenetschen Formeln 


(6) 


Z(X-x)-- -1 = 0. 
r 



60 


I. Abschnitt. Die Raumkurven. 


Die Gleichungen (5) und ( 6 ) stellen die Erzeugende dar. Durch noch- 
maliges Differenzieren nach u ergibt sich 

E ^LzL x 1 ( _ £L + A) _ L dr E(X - x) 1 = 0 
r \ r q ! r ds r 

Oder mit Benutzung von (5) und ( 6 ) 

(7) E(X-x)X=e d d r s . 

Die Gleichungen (5)—(7) stellen die Riickkehrkante dar; diese stimmen 
aber iiberein mit den Gleichungen (14) des §7, welche den Mittelpunkt der 
Schmiegungskugel definieren. Man erhalt also wie dort 

(8) X = x + rl + e ^A. Y = y +rm + Qj s p, Z = z + rn + q^v. 

Die Riickkehrkante der abwickelbaren Polarflache ist also 
identisch mit dem Ort der Mittelpunkte der Schmiegungs¬ 
kugel n. Die abwickelbare Polarflache hat die Gleichungen 

(9) X = x + rl -f- vA, Y = y + rm + v/jl , Z = z + rn + vv, 

wo v ein Parameter ist; denn die Gleichungen (5) und ( 6 ) der Erzeugenden 
sind durch (9) fur jeden Wert von v erfiillt. Aus (9) ergibt sich wie in § 7, 
daB die abwickelbare Polarflache der Ort der Krummungs- 
achse, d. h. der Ort des Lots im Krummungsmittelpunkt auf der Schmie- 
gungsebene ist. Man kann auch sagen: die abwickelbare Polarflache ist die 
Tangentenflache des Ortes der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln. 

Bemerkung. Da die Normalebene eines Punktes P der Kurve die ab¬ 
wickelbare Polarflache langs einer Erzeugenden (Krummungsaehse) beriihrt, so be- 
riihren auch alle Normalen in P die Flache, und zwar ist fur die Hauptnormale 
der Beriihrungspunkt der Krummungsmittelpunkt. 

3. Enveloppe der rektifizierenden Ebenen (rektifizierende 
Abwicklungs flache). 

Die Gleichung der rektifizierenden Ebene ist 

(10) f(u) ss (X -x)l + (Y -y)m + (Z -z)n = 0. 

Wir haben nun, um die Enveloppe der rektifizierenden Ebenen zu finden, 
= 0 zu bilden. Wir erhalten so mit Hilfe der Formeln von Frenet 

(11) (X - x) (2- - A) + (T - ») (4 - fj + (Z -1) (4 - 4) - 0. 

Aus (10) und (11) folgt, wenn v einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, 



Diese Gleichungen drlicken die Koordinaten eines Punktes der rekti¬ 
fizierenden Abwicklungsflache in Funktion der beiden variabeln Parameter u 
und v aus; es sind also die Gleichungen der rektifizierenden Ab¬ 
wicklungsflache. 
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Um schlieBlich noch ihre Rlickkehrkante zu bestimmen, ist noch 
f"(u) zu bilden, d. h. (11) noch einmal nach u zu difFerenzieren. Man findet 
ahnlich wie oben unter Berlicksichtigung von (10), wenn die Ableitungen 
von r und q nach s mit r' und q' bezeichnet werden, 


(13) 


-*>(£-£) +(r-») (£- 


PQ 

""2 


'\ 

/ 


Aus (10), (11) und (13) sind nun X, Y, Z als Funktionen von u zu 
berechnen. Es geschieht dieB am einfachsten, wenn man die Werte von 
X, Y, Z aus (12) in (13) einsetzt. Man erhalt so folgende Bestimmungs- 
gleichung fur v 


v 





Setzt man den hieraus gefundenen Wert von v in (12) ein, so ergeben 
sich die Gleichungen der Riickkehrkante der rektifizierenden 
Abwicklungsflache in der Form 


(14) 


X 


= x + 


(XT -f 2.Q 

e Q’r-r'Q ’ 


Y = y 


+ Q 


fr + W 

g'r - r'e ’ 


Z 


= Z + Q 


yr + vq 
Q'r - r'Q' 


Bemerkung. Die Enveloppe der rektifizierenden Ebenen, Oder die rekti- 
fizierende Abwicklungsflache verdankt ihren Namen dem Umstand, daC die Raum- 
kurve bei der Abwicklung dieser Flache in eine Ebene sich in eine Gerade ver- 
wandelt; denn die Schmiegungsebene der Kurve steht ja auf der rektifizierenden 
Ebene iiberall senkrecht; die Kurve ist also nach § 11 eine geodatische Linie 
der rektifizierenden Abwicklungsflache, geht mithin bei der Abwicklung in eine 
Gerade fiber. 


§ 13. Evoluten und Evolventen. 

Wie von einer ebenen Kurve kann man aucb von einer Raumkurve 
eine andere dadurch ableiten, dafi man sich auf die Raumkurve einen Faden 
aufgespannt denkt und denselben so abwickelt, dafl das freie Ende stets in 
der Tangentenrichtung gespannt bleibt, der Rest aber auf der Kurve aufliegt. 
Ein Punkt des Fadens wird dabei eine Kurve beschreiben, die man eine 
Evolvente der ursprunglichen Kurve nennt (genauer Filarevolente 
im Gegensatz zu den weiter unten zu besprechenden Planevolenten); 
die ursprungliche Kurve heiBt die Evolute der neuen. Hieraus ergeben sich 
zwei Aufgaben: 

1. Gegeben die Evolute, gesucht die Evolvente. 

Von der Evolute P, P', P" seien die Koordinaten x , y y z eines Punktes P 
als Funktionen eines Parameters u gegeben. Der Bo gen s der Kurve moge 
von dem festen Punkte B (s. Fig. 12) im Sinne BP gerechnet werden. Auf 
der Tangente ih P liege ein Punkt Q mit den Koordinaten X, Y,Z, der beiAb- 
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wicklung des oben erwahnten Fadens die Evolvente Q,Q\Q" beschreibt; 
A sei der Punkt, in welchen Q bei Aufwicklung des Fadens auf die Kurve 



P, PP" zu liegen kommt, oder, was dasselbe ist, der Punkt, von dem aus 
die Abwicklung des Fadens begonnen wurde, und es sei das Kurvenstiick 
BA = a; dann ist | PQ | = s — a. Es ist dann, da Q auf der negativen 
Richtung der Tangente liegt, 

(1) X = x — (s — a)oc , Y = y — (s — a)/?, Z = s — (5 — a)y. 

Damit sind A, Y, Z als Funktionen des Parameters u dargestellt und die 
Gleichungen (1) sind daher die gesuchten Gleichungen der Evolvente. 
Da in (1) die Konstante a willkiirlich ist, oder, anders ausgedriickt, da mit 
der Abwicklung in einem beliebigen Punkt der Kurve begonnen werden kann, 
so sieht man, daB es zu einer Kurve als Evolute unendlich viele 
Evolventen gibt; sie liegen alle auf der abwickelbaren Tangentenfl&che 
der Evolute. — Bei der Abwicklung beschreibt Q in der Schmiegungsebene 
P P' P" einen unendlich kleinen Kreisbogen um P als Mittelpunkt. Das 
Bogenelement QQ\ oder die Tangente der Evolvente steht daher senkrecht 
auf PQ , d. h. auf der entsprechenden Tangente der Evolute. Dies ergibt sich 
auch leicht analytisch aus (1). Man hat so den 

Satz 1. Die Evolventen einer Raumkurve sind die OrthogonaUrajektorien 
der Erzeugenden der abwickelbaren Tangentenflache dieser Kurve , oder die 
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Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer abwickelbaren Fldche sind die Evol¬ 
venten der Riickkehrkante. 

2. Gegeben die Evolvente, gesucht die Evolute. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB man zu einer gegebenen Kurve 
als Evolvente eine Evolute erhalt, indem man durch die Punkte der Evol¬ 
vente Normalen so zieht, daB sie eine abwickelbare Flache bilden. Zur Kon- 
struktion der Evolute ziehe man daher in einem Punkt Q der Evolvente 
eine beliebige Normale, bringe sie zum Schnitt mit der Normalebene des 
konsekutiven Punktes Q' in P' und verfahre ebenso mit Q\Q" usf. Die 
Ruckkehrkante der so entstandenen abwickelbaren Flache ist alsdann eine 
Evolute. Da in Q unendlich viele Normalen mdglich sind, gibt es zu jeder 
Evolvente auch unendlich viele Evoluten. 

Es seien die Koordinaten x, y, z eines Punktes Q der Evolvente als 
Funktionen des Bogens s gegeben. Wir ziehen nun in der Normalebene des 
Punktes Q einen beliebigen Strahl QP mit den Richtungskosinus #, b , c, der 
mit der Hauptnormalen ( l , m , n) in Q den Winkel a bilde (Fig. 12); war wollen 
a als Funktion von s so bestimmen, daB die Normalen eine abwickelbare 
Flftche bilden, d. h. eine Kurve beriihren: diese ist dann eine Evolute. Man 
hat nun 

(2) a = l cos or + A sin or, b — m cos a + fx sin <r, c = n cos or + v sin a; 
denn es ist 


al + bm + cn = cos o*, aX + bju, -f- cv = sin a. 

Sind X , Y, Z die Koordinaten von P, v ein Parameter, so hat man 
(3) X = x + v(l -f X tg a) , Y = y + v(m + ju tg a), 

Z = z + v{n -|- v tg a ). 

Hier sind v und a als Funktionen von s so zu bestimmen, daB die Tan- 
gente im Punkt P(X, Y, Z) an die durch (3) dargestellte Kurve die Gerade QP 
ist: die Richtungskosinus.dieser Tangente miissen also zu X — x, Y — y, 
Z — z proportional sein. Man erhalt so mit Hilfe der Formeln von Frenet, 
wenn # einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, 


(4) 


dX 

ds 


= <x + (l + Atgff) + v(— — + -- — tg o + 
ds \ r q q 

= &(l -f A tgcr), 


X da\ 
cos 2 <r dsI 


sowie zwei entsprechende Gleichungen fur . Multipliziert man diese 

(to US 


der Reihe nach mit <%, fi, y, dann mit l, m, n und endlich mit A, fi, v und 
addiert jedesmal, so ergibt sich 


(5) 

( 6 ) 
(7) 


i=0, 


dv 

ds 


tg a = &, 
v da 


dv v 

ds ga+ e + cos* ads 


&tga. 
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( 8 ) 


Multipliziert man ( 6 ) mit — t go und addiert (7), so fallen ~ und & 
gleichzeitig heraus, und man erh&lt 

(i+tg*a) + -V?= 0 , 
q cos 2 a ds 

oder zusammen mit (5) 

do = __ _ 1 _ 

’ ds Q 

Diese Gleichungen gelten auch, wenn in (4) •& — 0 ist, also X, F, Z 
konstant sind. Die Evolute ist dann in einen Punkt entartet, und die ab- 
wickelbare Flache, welche von den Normalen in den Punkten Q gebildet 
wird, ist ein Kegel. Es kann also vorkommen, daB eine der unendlicb 
vielen Evoluten in einen Punkt ausartet: die folgende analytische Darstellung 
der Evoluten umfaBt auch diesen Fall. Ist r der Torsionswinkel (§ 6 ) der 
Evolvente oder, was dasselbe ist, die Bogenlange des spharischen Binormalen- 
bilds, so ist 


(9) — = dx, 

Q 

also nach ( 8 ) 

a = — (r + C), 

wo C eine Konstante ist. Nach (3), ( 8 ) und der letzten Gleichung ergibt sich 
nun 


f 


ds 
Q ’ 


X = x + r {l — A tg (r -f C )}, 

( 10 ) Y = y +r{m —fitg{r+C)}, 

Z — z + r{n — v tg (t + C)}. 

Jedem Wertder KonstantenC entspricht nach (10) eine Evo¬ 
lute der gegebenen Kurve; dabei kann, wie gesagt. eine solche Evolute 
auch in einen Punkt degenerieren, wenn namlich fur einen Wert von C in ( 10 ) 
X , F, Z als Konstanten sich ergeben. Dies ist z. B. der Fall, wenn die Aus- 
gangskurve eine Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden einer Kegelflache 
ist. Aus einer der Evoluten erhalt man die ubrigen dadurch, daB man die 
Normalen QP , Q'P' der Evolvente in den beziiglichen Normalebenen um 
einen konstanten Winkel gegen ihre ursprungliche Lage dreht und die Enve- 
loppe der gedrehten Normalen konstruiert. Man hat so den 

Satz 2. Dreht man die Erzeugenden einer ahwickelharen Flache um 
ihre Schnittpunkte mit einer Orthogonaltrajektorie um einen konstanten Winkel 
so , dap die Erzeugenden sich in der Normalebene der Trajektorie bewegen, so 
bilden die Erzeugenden auch in der neuen Lage tine abwickelbare Flache. (Vgl. 
noch Bemerkung 2.) \ 

Bemerkung 1. Die Normalebenen in den punkten Q und Q' der Evolvente 
schneiden sich nach § 12 in der Kriimmungsachse Wles Punktes Q\ diese geht, wie 
man sieht, durch P'. Die Evolute liegt daher auf dem Ort der Krummungs- 
achsen der Evolvente, d. h. auf der abwickelbaren Polarflache, oder umgekehrt: 



2. Kapitel. § 13. Evolutcn und Evolventen. 


65 


die abwickelbare Polarflache ist der geometrische Ort aller Evo* 
luten einer Haumkurve. Da die Krummungsachse des Punktes Q nach § 12 
auch durch seinen Krummungsmittelpunkt geht, so liegt der Ort der Kriimmungs- 
mittelpunkte auch auf der abwickelbaren Polarflache, ist aber, wie zum Unterschied 
von den ebenen Kurven bemerkt sei, keine Evolute. Denn in (10) miifite dann 

ds 1 

t + C konstant gleich Null sein, also dr — 0, d. h. — = 0 Oder — — 0, d. h. die 

Q Q 

gegebene Kurve (Evolvente) miifite eben sein. 

Man tiberzeugt sich auch leicht, daB, wenn die Normalebene in Q , 
welche ja die abwickelbare Polarflache beriihrt, auf dieser abrollt, d. h. der 
Reihe nach um die Erzeugenden sich dreht, der in der Normalebene fest 
gedachte Punkt Q gerade die Evolvente beschreibt. 

Da ferner die Schmiegungsebene jeder Evolute die Tangente der Evol¬ 
vente enthalt, so steht diese Schmiegungsebene auf der Normalebene der 
Evolvente, d. h. auf der Tangentialebene der abwickelbaren Polarflache der 
Evolvente senkrecht. Jede Evolute ist also eine geodatische 
Linie der abwickelbaren Polarflache und geht somit bei Ab- 
wicklung derselben in eine Gerade iiber. 

Als Beispiel zu den Entwicklungen dieses Paragraphen behandeln wir 
die 

Aufgabe. Die Evoluten einer ebenen Kurve zu finden (vgl. 
Fig. 13). 



Die Kurve liege in der £y-Ebene. Es ist dann 
2 = 0, — = 0 , T ~ J q ~ 0, n ■= 0, A = ijl = 0, v = 1 . 
Die Evoluten haben also nach (10) die Gleichungen 

Kommerell, Raumkurven. I. 5 






66 


I. Abschnitt. Die Raumkurven. 


X — x+lr, Y = y + mr, Z = rtgC , 
wobei C durch — C ersetzt wurde. 

Die zwei ersten Gleichungen stellen einen Zylinder dar, der auf der 
xy-Ebene senkrecht steht und dieselbe nach der ebenen Evolute P ly P[, P[' 
(hier = Ort der Krummungsmittelpunkte) der gegebenen Evolvente schneidet. 
Dieser Zylinder ist also der Ort der Schnittgeraden konsekutiver Normal- 
ebenen der Evolvente, die alle auf der sy-Ebene (Schmiegungsebene) senk¬ 
recht stehen, d. h. die abwickelbare Polarflache oder der Ort der Evoluten. 
Da diese auf der Polarflache geodatische Linien sind, so kann man hieraus 
schon schliefien, dafi die Evoluten Schraubenlinien auf dem Evolutenzylinder 
sind. Dies folgt aber ebenso einfach aus der dritten der obigen Gleichungen; 

2 

denn — ist, wie sich aus der Figur ergibt, die trigonometrische Tangente des 

r 

Neigungswinkels der Kurventangente gegen die sry-Ebene; dieser Winkel ist 
also konstant — C . Jede Evolute schneidet demnach die Erzeugenden des 
Zylinders unter konstantem Winkel und ist daher eine Schraubenlinie des- 
selben. 

Bemerkung 2. Ist C = ~~ , so entartet die Evolute in den unendlich fernen 

Punkt der Erzeugenden des Zylinders. Nach dem, was oben liber die Ausartung 
der Evolute in einen Punkt gesagt worden ist, gilt daher der Satz 2 fur alle ab- 
wickelbaren Flachen einschlieClich der Kegel und Zylinder. 

3. Planevolventen und Planevoluten x ) 

Man kann zu einer gegebenen Kurve noch auf eine zweite Art Evol- 
venten konstruieren. In § 11 haben wir gesehen, dafi die Schmiegungsebene 
einesPunktes der Raumkurve durch Drehung um die Tangente mit der nachst- 
folgenden Schmiegungsebene zur Deckung gebracht werden kann. So geht 
z. B. in Fig. 10 die Ebene E 1 nach einer infinitesimalen Drehung um dieGerade 
g 2 in die Ebene Z? 2 , diese um g 2 gedreht in E z liber, usw. Denkt man sich nun 
in der Ebene E x einen festen Punkt P, so wird dieser Punkt, wenn E x auf der 
abwickelbaren Flache abrollt (also zuerst um g 2 gedreht wird, bis mit E 2 
zusammenfallt, dann um g 3 usw.), eine Kurve beschreiben; diese Kurve heifit 
eine Planevolvente der gegebenen, wahrend die urspriingliche Kurve die 
zugehorige Planevolute heifit 2 ). Bei jeder der aufeinanderfolgenden 
Drehungen wird der Punkt P einen kleinen Kreisbogen beschreiben, der in 
einer Ebene senkrecht zur momentanen Drehachse liegt und seinen Mittel- 
punkt auf der Drehachse hat. Die Planevolvente, die der Punkt P beschreibt, 
durchsetzt also alle Schmiegungsebenen senkrecht. Die Planevolventen 


x ) Die Planevolventen hat zuerst Lancret behandelt, vgl. sein Werk „M6- 
moiresurles courbes k double courbure“, pr6sent6 en 1802. MSmoires des Savants 
strangers de lTnstitut. T. I, 1805. 

2 ) Um Verwechslungen vorzubeugen, sei hier bemerkt, dafi, wenn von Evo¬ 
lute Oder Evolvente kurzweg die Rede ist, stets die Filar-Evolute bzw. Filar-Evol- 
vente gemeint ist. 
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sind daher die orthogonalen Trajektorien der Schmiegungs- 
ebenen der Planevolute. 

Zunachst sieht man, daB jede gegebene Kurve als Planevolvente einer 
anderen Kurve aufgefaBt werden kann; denn konstruiert man in jedem 
Punkt der gegebenen Kurve die Normalebene, so umhullt diese Ebenenschar 
die abwickelbare Polarflache der Kurve; die Riickkehrkante dieser Fl&che 
ist nach § 12 der Ort der Mitten der Schmiegungskugeln. Die gegebene 
Kurve ist nun offenbar eine Planevolvente dieses Ortes. (Vgl. auch S. 65 
oben). Es folgt daher der 

Satz 3. Jede Kurve kann als Planevolvente aufgefafit werden, ndmlich 
als Planevolvente des Orts der Mittelpunkte ihrer Schmiegungskugeln. 

Wir schreiten nunmehr zur Losung der 

Aufgabe: Zu einer gegebenen Kurve c die Planevolventen 
y zu finden. 

Es handelt sich darum, die Orthogonal trajektorien der Schmiegungs- 
ebenen zu finden. Ist t der Einheitsvektor der Tangente (Fig. 14), rt der der 
Hauptnormale, 3 ein beliebiger Vektor PQ 
in der Schmiegungsebene, so ist 

(11) 3 = <pt+ym, 
wo <p und \p Skalare sind. Es ist nun 

(12) Vektor OQ = r + 3, 
wo r der vom Ursprung zum Kurvenpunkt P 
gehende Vektor ist. Sind £, rj, £ die Koordi- 
naten von Q, so folgt aus (11) und (12) 

(13) f = x + *<p + lip, 
r\ = y + P<p + my), £ = z + y<p + nip. 

Wir bestimmen nun <p und y) so als 
Funktionen von s, daB die Tangente der durch (13) dargestellten Kurve 
in Q senkrecht auf der Schmiegungsebene steht. Es muB also 

(14, 2-»g,X(«_0 

sein. Aus (13) folgt mit Hilfe der Frenetschen Gleichungen 



* + r <P 


<») 2 ' 

Oder in (14) eingetragen 

1 - 

d<p 


(-7+4)* 


+ <x 


d(p 

ds 


V +? = 0, -^-+^ = 0 

r ds 1 r ds 


(16) 


ds 


= V _ i 
r ’ 


dyj 


<P_ 

r 


+«s 


oder 


Fiihrt man hier nach § 5, (24) durch 


(17) 


1 _ da 
r ~~ ds 


5* 
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statt ds den Kontingenzwinkel da ein, so ergibt sich 

i a o\ d<p dip 

(iS) _ =-<p. 

Zur Integration dieses simultanen Systems differenziere man die zweite 
Gleichung nach a und setze ausderersten den Wert von ^2 in die entstehende 
Gleichung ein; man erhalt so 

(19) = 

Die gekiirzte Gleichung 

d 2 w 

dot + v = ° 

hat das allgemeine Integral 

(20) y> = 0 cos a + W sin o, 
wobei 0 und W Integrationskonstanten sind. 

JVun wende man die Methode der Variation der Konstanten an. Es ist 
dip d0 dW . 

(21) ~ cos a + smcr — <Psma + IFcos o; 
wir setzen nun 


cos a + ~j~ sino = 0, 


worauf mit Hilfe von (20) aus (21) folgt 

d 2 w d0 . dW 

& = ~ da ana +do 

und jetzt aus (19) 

d0 . dW 


(23) — sin a -j- ^ cos a — r. 

Aus (22) und (23) ergibt sich 

d0 dW 

-j - = — r sin a, t ~ — r cos a 

da ’ da 

(24) 0 = — J rsinada, W = / rcosado, 


wobei zwei Integrationskonstanten hinzuzudenken sind. Jetzt folgt aus (20) 

(25) ip = — coso J r sin a da + sino J r cos ads, 
aus der zweiten Gleichung (18) 

(26) <p — — sino / r sin a da — cos a Jr cos a da, 
und endlich aus (13) 

f = x — (oc sin a + l cos a) f r sin a da — (oc cos a — l sin a) J r cos a da, 

(27) rj — y— (ft sin a + m cos a) f rsinada — (ft cosa — msino) J r cos ada> 

£ = z — (ysino + ncoso) J rsinada — (ycosa — n sin a) Jr cos a da. 

In diesen Gleichungen ware noch s statt a als Parameter einzufiihren 

durch die Gleichung 
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dann sind in (27) f, rj } f Funktionen von s> wo s der Bogen der Planevolute 
ist. Die beiden in (27) vorkommenden Integrate enthalten zwei willkiirliche 
Konstanten; es gehoren also zu einer Planevolute zweifach unendlich viele 
Planevolventen, was auch geometrisch evident ist. Da die Planevolventen 
in entsprechenden Punkten parallele Tangenten haben, so nennt man sie auch 
Parallel-Kurven. 

Die Planevolventen fiihren zu einer wichtigen, sehr allgemeinen Familie 
von Flachen, den sog. Gesimsflachen (Euler, Monge 1 ). In einer Tangential- 
ebene einer abwickelbaren Flache liege eine Kurve y (Profilkurve); rollt nun 
diese Ebene in der oben angegebenen Weise an der Flache ab, so beschreibt 
die Kurve y eine Flache, die man Gesimsflache nennt. Jeder Punkt von y 
beschreibt eine Planevolvente und die Gesimsflache enthalt daher eine ein- 
fach unendliche Schar von Parallelkurven. Jede Tangentialebene der ab¬ 
wickelbaren Flache schneidet aus der Gesimsflache eine mit der Profilkurve y 
kongruente Kurve aus, welche die Schar der Parallelkurven und die Flache 
selbst iiberall senkrecht schneidet. Nimmt man als Kurve y einen Kreis, 
so entsteht eine Flache von einfach unendlich vielen kongruenten Kreisen, 
deren Ebenen zu dem Ort der Kreis mi ttelpunkte senkrecht stehen. Diese 
Gesimsflache spezieller Art heiBt eine Rohrenflache. 

Eine Rohrenflache kann daher auch dadurch erzeugt werden, dafi 
man den Mittelpunkt eines Kreises auf einer Raumkurve sich bewegen laBt, 
wiihrend die Ebene des Kreises bestandig die Kurve normal schneidet. 

Zu den Gesimsflachen gehoren auch die Rotationsflachen, die da¬ 
durch entstehen, daB man die Ebene der Profilkurve um eine in der Ebene 
liegende Gerade dreht. 


§ 14. Minimalgeraden. 

Die bisherigen Entwicklungen bezogen sich ausschlieBlich auf reelle 
Kurven; wir besprechen zum SchluB dieses Abschnittes noch eine wichtige 
Klasse von imaginaren Kurven, die spaterhin mehrfach benutzt werden. 
Es sind dies die von Lie 2 ) in die Mathematik eingefiihrten Minimalkurven, 

x ) Die Gesimsflachen sind zuerst von Euler behandelt worden, vgl. 

1. „De methodo tangentium in versa ad theoriam solidorum translata“ 
(2. Sept. 1776). Nova Acta Academiae Petropolitanae VI, p. 77—94. 

2. „Investigatio superficierum, quarum normales ad datum planum pro- 
ductae sint omnes inter se aequales“ (28. Dez. 1777). Ebenda X, p. 41 
bis 46. 

3. „De corporibus cylindricis incurvatis“ (21. Sept. 1778), Ebenda XII, 
p. 91—100. 

Monge hat die Gesimsflachen in den „Feuilles d’Analyse“ (No. 21—23) 
weiter untersucht; von ihm riihrt auch der Name her (surfaces de moulure). 

2 ) Lie, „Beitrage zur Theorie der Minimalflaclien, I“, Math. Annalen, 
XIV. Bd., 1879. 



70 


I. Abschnitt. Die Raumkurven. 


von denen zunachst die einfachsten, die Minimalgeraden behandelt werden 
sollen. 

Jede Flfiche zweiter Ordnung schneidet die unendlich feme Ebene 
in einer reellen Oder imaginaren Kurve; nach der Natur dieser Kurven 
pflegt man ja jene Flachen einzuteilen. Von besonderer Wichtigkeit ist der 
imaginare Kreis, nach dem eine Kugel von der unendlich fernen Ebene ge- 
schnitten wird; er spielt bei alien metrischen Fragen eine fundamental Rolle. 

Um die Gleichung des unendlich fernen Kugelkreises zu finden, gehen 
wir aus von der Gleichung einer Kugel mit dem Radius a und dem Mittel- 
punkt (x 0 ,y 0 ,z 0 ) 

(1) (x — x 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 + (z — z 0 ) 2 = a 2 . 

Ersetzt man hier x , y, z beziiglich durch y > y, y > 80 erhalt man 

die Kugelgleichungen in den homogenen Koordinaten x , y, z, t in der 
Form 

(2) (x — x 0 t) 2 + (y —y 0 t) 2 + (z — z 0 t) 2 = a 2 t 2 . 

Dem Wert t — 0 entsprechen unendlich feme Punkte des Raumes; 
t = 0 ist also die Gleichung der unendlich fernen Ebene, Gleichung (2) 
wird nun offenbar befriedigt durch 

(3) x 2 -J- y 2 + z 2 — 0, t = 0. 

Diese sind also die Gleichungen des unendlich fernen Kugel¬ 
kreises. Da sie unabhangig vom Radius und von den Koordinaten des 
Mittelpunkts der Kugel sind, so folgt, daB alle Kugeln durch den un¬ 
endlich fernen imaginaren Kugelkreis hindurchgehen. Umgekehrt 
sieht man leicht ein, daB jede Flache zweiter Ordnung, die den unendlich 
fernen imaginaren Kugelkreis enthalt, notwendig eine Kugel ist. Die erste 
Gleichung (3) 

(4) x 2 + y 2 + z 2 == 0 

stellt eine Kugel vom Radius Null um den Mittelpunkt des Koordinaten- 
systems dar (Nullkugel). Gleichung (4) kann aber auch — und dies ist fur 
uns wichtiger — als Gleichung eines Kegels gedeutet werden, dessen Mantel- 
linien den Ursprung des Koordinatensystems mit alien Punkten des unendlich 
fernen Kugelkreises verbinden oder, der den unendlich fernen Kugelkreis 
vom Ursprung aus projiziert. Verschiebt man diesen Kegel parallel mit sich 
selbst, bis seine Spitze in den Kugelmittelpunkt (rc 0 , y 0 , z 0 ) fallt, so lautet 
die Gleichung: 

(5) (x — x 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 + (z — z 0 ) 2 = 0. 

Dieser Kegel geht ebenfalls durch den unendlich fernen Kugelkreis 
hindurch, wie man sich leicht iiberzeugt, wenn man statt x , y, z wieder die 

homogenen Koordinaten y > y» y schreibt und t = 0 setzt. Die Gleichung (5) 

sagt aus, daB jeder Punkt (x, 2/, z) des Kegels von der Kegelspitze (sc 0 ,2/ 0 , z 0 ) 



2. Kapitcl. § 14. Minimalgeraden. 


71 


einen Abstand gleich Null hat. Die Mantellinien des Kegels heifien aus diesem 
Grund Geraden von der Lange Null, Minimalgeraden, auch iso¬ 
trope Geraden. Es folgt der 

Satz 1. Durch jeden Raumpunkt (x 0 , y 0 , z 0 ) gehen unendlich viele Minimal - 
geraden; dieselben treffen alle den unendlich fernen Kugelkreis und sind Mantel¬ 
linien des Kegels, welcher vom Punkt (x 0 , y 0 , z 0 ) den unendlich fernen Kugelkreis 
projiziert. Die Minimalgeraden sind alle imagindr . 

1 st v ein veranderlicher Parameter, so stellen die Gleichungen 

(6) x = x 0 + ocv, y = y 0 + fiv, z = z 0 + yv 

eine Minimalgerade durch den Punkt (x 0 ,y 0 ,z 0 ) dar, wenn die Grofien 
oc, p, y der Gleichung 

(7) * 2 + P 2 + y 2 = 0 

geniigen; denn die Gleichung (5) ist dann durch die aus ( 6 ) sich ergebenden 
Werte der Koordinaten x, y, z fiir alle Werte von v erfiillt. 

Man gelangt noch auf eine andere Art zu den Minimalgeraden. Man 
kann namlich jede Flache zweiter Ordnung als Regelflache mit zwei Scharen 
von Erzeugenden auffassen, wenn man auch imaginare Erzeugende zulafit. 
Beim einmantligen Hyperboloid z. B. sind diese Scharen reell, beim Ellipsoid 
dagegen und speziell bei der Kugel imaginar. Die unendlich fernen Punkte 
dieser imaginaren Erzeugenden der Kugel bilden nun der Definition nach 
den unendlich fernen imaginaren Kugelkreis. 

Daraus folgt 

Satz 2. Die imaginaren Erzeugenden der Kugel sind lauter Minimal¬ 
geraden. Die durch einen beliebigen Raumpunkt mit jenen Erzeugenden gezogenen 
Parallelen projizieren den unendlich fernen Kugelkreis und bilden einen Kegel 
zweiter Ordnung ( Richtkegel ); seine Mantellinien sind die durch jenen Punkt 
gehenden Minimalgeraden. 

Wir zeigen dies auch analytisch und gelangen dadurch zu einer zweiten 
analytischen Darstellung der Minimalgeraden. Da der Mittel- 
punkt und der Radius der Kugel unwesentlich sind, gehen wir der Einfach- 
heit halber aus von der Kugel 

( 8 ) x 2 + y 2 + z 2 = 1 . 


Um die Gleichungen der geradlinigen Erzeugenden zu erhalten, setzen 
wir statt ( 8 ) die beiden Gleichungen 


(9) 


oder 


x -f iy = 1 +_z 
1—2 ~ x — iy 


( 10 ) 




1+2 


1 —2 ~~ x iy ~~ v 
Die Gleichungen (9) stellen fur jeden Wert von u eine auf der Kugel ( 8 ) 
liegenden Gerade dar, ebenso (10) fur jeden Wert von v. Die Gleichungen (9) 
definieren daher die erste Schar der imaginaren Kugelerzeugenden, 
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die Gleichungen (10) die zweite Schar. Man sieht sofort, daB beide Scharen 
Minimalgeraden sind; denn die durch den Ursprung parallel zu der Schar (9) 
gezogenen Parallelen haben die Gleichungen: 


( 11 ) 


* + iy_ _ = 

~—z x — iy 


und diese Geraden liegen alle auf dem Kegel x 2 + y 2 + z 2 = 0. Dasselbe ergibt 
sich fur die Schar (10). Aus (11) folgt aber 

1 - u 2 i(l + u 2 ) 
x:y = :- 2 ~ mi 


oder, wenn w einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, 

(12) x = y (1 — u-), y = (1 + a 2 ), z = wu. 


Diese Gleichungen sind mit (4) vollkommen Equivalent und sind daher 
die Gleichungen der durch den Ursprung gehenden Minimal- 
geraden; jedem Werte von u in (12) entspricht eine einzelne Minimalgerade. 
Fur die durch den Raumpunkt (a; 0 , ?/ 0 , z Q ) gehenden Minimalgeraden erhalt 
man die Gleichungen 

w i w 

(13) X = x 0 + Y (1 — M 2 ), y = y 0 + 2 (! — u2 h z = So + «’«; 


denn (5) ist durch die aus (13) zu entnehmenden Werte identisch erfiillt. 
Jedem Wert von u in (13) entspricht eine einzelne Minimalgerade; w ist dabei 
der Parameter. 

An die Gleichungen (9) und (10) der imaginaren Kugelerzeugenden 
schlieBt sich eine wichtige Darstellung der Koordinaten x , y , z der Kugel als 
Funktionen der Parameter u und v der Kugelerzeugenden an. Aus (9) und 
(10) folgt namlich durch Auflosen 


(14) 


1 — uv t(l + uv ) 

x -- y _ -- 

u — v 7 y u — V 


ll + V 
ll — V * 


Diese Werte befriedigen die Gleichung (8) fur alle Werte von u und v, 
die Gleichungen (14) stellen daher die Kugel (8) dar. Ist in (14) u 
konstant, v veranderlich, so durchlauft der Punkt (x, z, y) eine Kugelerzeu- 
gende der ersten Schar; entsprechend, wenn v konst ant und u veranderlich 
ist. Um aus (14) reelle Kugelpunkte zu erhalten, muB, wie aus (9) und (10) 
ersichtlich ist, fur den Parameter u eine komplexe GroBe genommen werden 
1 

und fur —- die dazu konjugierte. Die Darstellung (14) ist bereits in § 9 
am SchluB benutzt worden. 


§ 15. Minimalkurven. 

Minimalkurven (Minimallinien, isotrope Kurven) nennt 
man diejenigen (imaginaren) Kurven, deren Tangenten Minimalgeraden sind, 
oder den unendlich fernen imaginaren Kugelkreis schneiden. Diese Kurven 
sind fur die spateren Untersuchungen (konforme Abbildung, Minimalflachen) 
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von Wichtigkeit. Um die Gleichungen einer Minimalkurve zu finden, suchen 
wir die Bedingung, der die Koordinaten x, y,z eines ihrer Punkte, als Funk- 
tionen eines Parameters u betrachtet, geniigen miissen. Die Gleichungen der 
Tangente im Punkt (rr, y, z) lauten nach § 3, (3) 

X = x + voc , Y — y + a/3 , Z = z 4- vy . 

Soil diese Tangente eine Minimalgerade sein, so muB nach § 14, (7) 

a 2 + p 2 + y 2 = 0 

oder nach § 3, (2) 

(1) ds 2 = dx 2 + dy 2 -f- dz 2 = 0, d. h. ds = 0 


sein. Die Minimalkurven sind daher Kurven von der Lange 
diese Eigenschaft wird oft als Definition an die Spitze gestellt. 
Schreibt man (1) in der Form 


( 2 ) 



Null; 


so zeigt die Vergleichung mit § 14, (12) und (4), daB (2) befriedigt wird, wenn 


(3) 


dx 

du 


w 

2 


(1 — K 2 ) , 


dy 

du 


iw 


= 9 (1 + K 2 ), 


dz 

du 


= wu 


gesetzt wird, wobei w noch eine willkurliclie Funktion von u bedeutet. Be- 
zeichnen wir diese mit F(u), so erhalten wir aus (3) durch Quadratur als 
Gleichungen der Minimalkurven 

x — J-/(l — u 2 ) F(u) du , y = ^ J (1 + w 2 ) F(u) du , 

^ 5= l'uF(u)du. 

Ersetzt man F(u) in (4) durch die dritte Ableitung einer anderen 
Funktion f(u ), also durch /'"(n), so lassen sich die Quadraturen in (4) durch 
Integration nach Teilen ausfiihren, und man erhalt die Gleichungen der 
Minimalkurven in der Form 

X = 2 (! — u2 ) /"(«) + u /'(«) — /(*). 

y = 2 (* + » 2 ) /"(«) — £ '“ /'(») + £ 7 («). 

2 = — /'(«) . 

Wir fassen das Ergebnis zusammen in dem 

Satz 1. Alle nicht geradlinigen Minimalkurven lassen sich durch den 
Parameter u in der Form (4) oder (5) darstellen unter der Voraussetzung , 
dap die Funktion F(u) bzw . f'"(u) nicht gleich Null ist . 

Da die abwickelbare Tangentenflache jeder Minimalkurve den unendlich 
fernen Kugelkreis enthalt, so sieht man, daB die Schmiegungsebene in irgend- 
einem Punkt einer Minimalkurve den unendlich fernen Kugelkreis beriihrt, 
was wir auch analytisch bestatigen wollen. 
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Nach § 4, (5) lautet die Gleichung der Schmiegungsebene 


X-x 

Y-y 

z - 

dx 

dy 

dz 

du 

du 

du 

d 2 x 

d*y 

d 2 z 

du 2 

du 2 

du 2 


also nach (5) 

l-x 

\ (1 — B 2 )/"'(u) 

- af"'(u) +^(l -M s )/""(«) 


Y-y 

J (1 + u*)f'"(u) 
iuf"'(u) + Y (1 + K 2 )/""(«) 


Z-z 

»/'"(«) 


/'"(it) + u f""(u) 


Multipliziert man die mittlere Zeile mit : f'"(u) und zieht sie von der 

letztenab, so folgt nach Division mit (f"'(u)) 2 

X-x Y-y Z-z 

1 — u 2 i (1 -f u 2 ) _ n 

2 2 u ~ U 

— u iu 1 

oder 

(6) (X - x) +i(Y- y) (^--) + u(Z - z) = 0 

oder 

X (i^) + ir (1+i’) + .2 - . (i^) + iy (i^) + - 


oder nach (5) 

(7) X ( 1 -=-*) + iY (^-^) + uZ + /(b) = 0 . 


Dies ist die Gleichung der Schmiegungsebene im Punkt u der Minimal- 
kurve (5). Die Gleichung (7) lautet in homogenen Ebenenkoordinaten 
i/, F, W y G geschrieben 

(8) UX + VY + WZ + OT = 0, 


wobei nun, wenn g einen von Null verschiedenen Proportionalitatsfaktor 
bedeutet, 

(9) e U = i —~, e V«=i.Mp-, qW — u, q0 = f(u) 


ist. Dies sind die Gleichungen der Schmiegungsebene in Ebenenkoordinaten. 
Da nun aus (9) 

U 2 + V 2 + W 2 = 0 

folgt, so umhiillen die Schmiegungsebenen den unendlich fernen Kugelkreis. 
Die Gleichungen (9) stellen auch die Gleichungen der abwickelbaren Tan- 
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gentenfl&che der Minimalkurve dar. Durch Enveloppenbildung konnte man 
aus (7) die Riickkehrkante bilden und wiirde so wieder (5) erhalten. 

Eine Ebene wie (8), fiir die V 2 + V 2 + W 2 = 0 ist, die also den un- 
endlich fernen Kugelkreis beriilirt, oder deren Normale den Kugelkreis trifft, 
heiBt Minimal ebene (isotrope Ebene). Jede isotrope Ebene, die durch 
den Punkt ( x,y,z) geht, hat eine Gleichung von der Form (6); da u will- 
kiirlich ist, gibt es unendlich viele isotrope Ebenen durch den Punkt: ihre 
Enveloppe ist, wie sich analytisch leicht bestatigt, der Minimalkegel aus 
dem Punkt ( x , y, z). 



II. Abschnitt. 


Fliichen. 


1. Kapitel. 

Kriimmung der Fliichen. 

§ 16. Analytische Darstellung von Flachen. 

Bereits friiher (§ llu. 12) haben wir Beispiele fur die analytische Darstellung 
einer Flache durch zwei Parameter u , v kennen gelernt. Wir wollen das dort 
Gesagte verallgemeinern und gelangen so zu der GauBschen 1 ) Parameter- 
darstellung einer Flache, die wir fast ausschliefllich benutzen wollen. 

Die Koordinaten x , y, z eines veranderlichen Punkts seien reelle Funk- 
tionen von zwei reellen Parametern u, v , so daB 

(1) x=f(u,v), y — <p{u, v ), z = ip(u, v) 

ist, wobei vorausgesetzt sei, daB fur einen gewissen Bereich B der u r-Ebene 
diese drei Funktionen eindeutige analytische Funktionen der Parameter 
«, v seien. Das will besagen, daB, wenn w, v ein Zahlenpaar aus jenem Gebiet 
darstellt, und \k\ und |Z| geniigend klein sind, die Funktionen 
f(u + A:, v + l ), <p(u + k, v + l ), y)(u + k, v + l) 

nach dem Taylorschen Satz in konvergente Doppelreihen sich entwickeln 
lassen, die nach Potenzen von k und l fortschreiten. Wir untersuchen nun, 
unter welchen Bedingungen die Gleichungen (1) eine Flache darstellen, genauer 

x ) Diese Darstellung einer Flache ist zucrst von Euler in einem speziellen 
Fall (abwickelbare Flachen) in der S. 54 erwahnten Abhandlung, spater allgemein 
und systematisch von GauB bei der Aufgabe der konformen Abbildung benutzt 
worden, Astron. Abhdlgn., herausg. von H. C. Schumacher, drittes Heft, Altona 
1825; GauB’ Werke IV, p. 189. Insbesondere sei hicr schon auf die fur unser 
Gebiet klassische Abhandlung von GauB, die „Disquisitiones generates circa super¬ 
ficies curvas“ verwiesen, erschienen zuerst in den Commentationes societatis 
regiae scientiarum Gottingensis recentiores Vol. VI (ad a. 1823—1827), Gottingae 
1828; Commentationes classis mathematicae p. 99—146. Wieder abgedruckt 
im Anhange zu der von Liouville herausgegebenen 5. Aufl. von Monge’s: „Appli- 
cation de l’analyse k la g^om^trie 4 * (Paris 1850), ferner im Bd. IV der GauB’ 
schen Werke (Gottingen 1873). Eine deutsche Gbersetzung hat Boklen in seiner 
„Analytischen Geometric des Raumes“ (2. Aufl. Stuttgart 1884) gegeben, und 
dann Wangerin, Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 5; 1889 
(mit Anmerkungen versehen). 
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einen Bereich einer Flache, der dann das Bild des Bereichs B der u v-Ebene ist. 
Da ist vorauszusetzen, daB von den drei Funktionaldeterminanten 


keine zwei (und dann auch die dritte) identisch verschwinden; denn wiirden 
die beiden ersten verschwinden, so wiirden nach einem bekannten Satz x ) 
der Funktionentheorie zwei Beziehungen von der Form 

(3) F 1 (x,y) = 0, F 2 (y y z) = 0 

bestehen, und die Gleichungen (1) wiirden eine Kurve darstellen, wie aus 
(3) hervorgeht. Wir denken uns im folgenden stets den Bereich B der uv- 
Ebene so eingeengt daB fiir keinen Punkt u, v von B zwei bestimmte Deter- 
minanten in (2) verschwinden; wir nennen dann die durch (1) vermittelten 
Bildpunkte von B regulare Punkte. 

Nehmen wir nun an, daB z. B. die erste Determinante in (2) fiir keinen 
Punkt (w, v) von B verschwinde, dann wird wieder nach einem Satz der 
Funktionentheorie 2 ) der Bereich B der iii-Ebene durch die zwei ersten Glei¬ 
chungen auf einen Bereich B' der xy- Ebene abgebildet derart, daB zwei in 
dem Bereich B f eindeutige analytische Funktionen von x, y existieren 

(4) u = F(x, y), v=<P(x,y), 

welche den Bereich B' der zy-Ebene auf den Bereich B der uv- Ebene umkehrbar 
eindeutig abbilden: durch hinreichende Yerkleinerung von B laBt sich dies 
stets erreichen 3 ). Vermdge (4) und der dritten Gleichung (1) ist jetzt z Funk- 
tion von x , y 

(5) z= x F(x,y) y 

und zwar eine eindeutige analytische Funktion 4 ) von x , y fiir alle Punkte des 
Bereichs B' der #y-Ebene. Jetzt folgt aber aus (5), daB in der Tat der Punkt 
x,y,z in (1) einen Flachenbereich durchlauft, wenn der Punkt (w, v) den 
Bereich B iiberfahrt. 

Ist umgekehrt z als analytische Funktionen von x , y fiir den Bereich B' 
der sy-Ebene in der Form (5) gegeben, so kann man von (5) durch den Ansatz 

(6) x = u, y = v, z = W(u y v) 

sofort eine Parameterdarstellung der Form (1) gewinnen. Ist die Flache 
allgemeiner durch eine Gleichung von der Form 

(7) F(x y y,z) = 0 

x ) Vgl. z. B. W. F. Osgood, ,,Lehrbuch der Funktionentheorie", II. Bd. 
S. 122, Leipzig-Berlin 1924. 

2 ) Osgood a. a. O. S. 12. 

8 ) Vgl. auch Man gold t, ,,Einfuhrung in die hohere Mathematik" Bd. II, 
4. Aufl. 1925, S. 321. 

4 ) Vgl. Osgood a. a. O. S. 7. 


dx dy dy dz dz dx 

du du du du du du 

dx dy ’ dy dz ’ dz dx 
dv dv dv dv dv dv 
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gegeben, wo F eine eindeutige analytische Funktion fur einen gewissen Bereich 
B" der drei Variablen x , y , z bedeute, so kann man annehmen, daB B" 
bereits so eingeengt sei, daB fiir kein Wertsystem x, y, z aus B " eine bestimmte 
der partiellen Ableitungen F x , F y , F z , sagen wir etwa F z verschwinde, dann 
ist wieder nach einem Satze der Funktionentheorie z als eindeutige analytische 
Funktion der Variablen x, y in der Form (5) definiert fiir einen gewissen 
Bereich B' der zy-Ebene x ). Ausgehend von (7) erhalt man also unter den 
genannten Voraussetzungen fiir die Flache eine Darstellung (5) oder (6). 

Jede Flache kann nun auf unendlich viele Arten in Para- 
meterform dargestellt werden. Denn sind 

(8) u x = <P(u, v ), v x = ^(n, v) 

zwei eindeutige analytische Funktionen von u, v fiir den Bereich B der uv - 
Ebene und verschwindet fiir keinen Punkt (it, r) von B die Funktionaldeter- 
minante 

d& dY 

du du 

d0 dw ’ 

dv dv 

so wird durch (8) der Bereich B der wr-Ebene, wenn er hinreichend eingeengt 
wird, umkehrbar eindeutig auf einen Bereich B x der u x v x -Ebene abge- 
bildet; wieder gibt es zwei im Bereich B 1 eindeutige analytische Funktionen 
von u XJ v x 

(9) u = P(u Xy v x ) y v = Q(u Xy rO, 


welche nun riickwarts den Bereich B x umkehrbar eindeutig auf den Bereich B 
abbilden, wobei also entsprechende Punkte genau dieselben sind wie bei der 
Abbildung (8). Oberdies verschwindet die Funktionaldeterminante 

| dp dQ | 

( 10 ) d u i d u i j 

dp dQ i 

I 3 V 1 0% ! 

fiir keinen Punkt des Bereichs B x 2 ). Vermoge (9) und (1) sind jetzt nach 
einem schon oben benutzten Satz x y y , z eindeutige analytische Funktionen 
von u x , v x 

(11) x = f x (u x , y = <p x (u x , v x ), z = y> x (u x , v x ) 


in dem Bereich B x der n^-Ebene. Weiter ist 


dx _ dx dP dx IQ 

du x ~ du du x dv du x ’ 

dx __ dx dP dx dQ^ 

dv x du dv x dv dv x ’ 


dy _ dy dP dy dQ 

du x — du du x dv du x ’ 

dy _ 0y dP dy dQ 

dv x ~ du dv x ' dv dv x 1 


J ) Osgood a. a. O. S. 10. 

2 ) Vgl. Mangoldt a. a. O. S. 323, 
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also 


dx dy 


dx dy 


dP 

dQ 

du x du x 


du du 


du x 

du x 

dx dy 


dx dy 


dP 

ZQ 

dv x dv x 


dv dv 


dv x 

~dv x 


Da die Determinante in (10) nirgends in B x verschwindet, so folgt, daB 
die linke Determinante nicht verschwindet, wenn die erste Determinante rechts 
nicht verschwindet. Die oben beziiglich der Determinanten (2) gestellte 
Forderung ist also auch fur (11) erfiillt. LiiBt man also einmal in (1) den 
Punkt (u, v) den Bereich B y und dann in (11) den Punkt u ly v x den Bereich B x 
durchlaufen, so durchlauft der Punkt x , y , z in (1) und (11) dieselben Punkte 
im Raum. Die beiden Parameterdarstellungen (1) und (11) sind also voll- 
kommen aquivalent. Die durch (8) bzw. (9) vermittelte Transformation 
der Parameter nennen wir eine zulassige Parametertransformation, 
wenn die dabei gemachten Voraussetzungen alle erfiillt sind. Im folgenden 
werden keine andern Parametertransformationen benutzt (weiteres S. § 29). 

Wir kehren wieder zu den Gleichungen (1) zuriick und bemerken, daB, 
wenn im folgenden den Parametern u y v spezielle Werte gegeben werden, 
diese Werte stets dem Bereich B der uv-Ebene angehoren sollen. Jedem 
Zahlenpaar u, v entspricht nun nach (1) ein einziger Flachenpunkt und um- 
gekehrt jedem Flachenpunkt entspricht nur ein Zahlenpaar m, v. Gibt man 
in (1) v einen festen konstanten Wert b und denkt sich u variabel, so durchlauft 
der Punkt ( x , y , z) eine Flachenkurve mit den Gleichungen 

(13) x = f(u, b), y=<p(u,b), z=y>(u,b), 

wo u der variable Kurvenparameter ist. Ebenso entspricht jedem Wert 
u = a eine Kurve mit den Gleichungen 

(14) x = f(a,v), y = <p{a, v), z = yi(a, v), 

wo jetzt v der variable Kurvenparameter ist. Man nennt die Kurven v — b, 
u = a Parameterkurven der Flache. Gibt man den Konstanten a, b 
in (14) und (13) stetig andere und andere Werte, so erhalt man zwei Scharen 
von Parameterkurven, welche die Flache, genauer den durch (1) definierten 
Flachenbereich, bedecken. Jede Kurve der einen Schar schneidet eine Kurve 
der andern Schar in einem einzigen Punkte (des Bereichs). Da durch Angabe 
der Parameterwerte », v {u = a, v = b) ein Punkt der Fl&che, namlich der 
Schnittpunkt der Parameterkurven u = a, v = b y eindeutig bestimmt ist, 
und auch jedem Flachenpunkt nur ein solches Paar von Zahlen zugeordnet 
ist, so nennt man die Parameter u , v auch die krummlinigen (oder GauB- 
schen) Koordinaten des Flachenpunkts. 

Fl&chenkurven. Zieht man in dem Bereich B der uv-Ebene eine 
Kurve, so erhalt man nach (1) als Bild auf der Fl&che ebenfalls eine Kurve. 
Eine solche Kurve der uv-Ebene kann z. B. dadurch dargestellt werden, daB 
Gleichungen von der Form 
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(15) u = u(t)j v = v(t) 

angenommen werden, wo u(t),v(t) eindeutige reelle analytische Funktionen 
des reellen Parameters t fiir ein gewisses Intervall der t -Achse sein sollen, und 
wo iiberdies Punkten des Intervalls nach (15) nur Punkte des Bereichs B 
entsprechen sollen. Tragt man aus (15) die Werte fiir u und v ein, so sind jetzt 
as, y, z analytische Funktionen des Parameters t und stellen daher eine 
Kurve dar. 

Wie eine Kurve in der wu-Ebene auch durch eine Gleichung von der 
Form 

(16) 0(u y v) = 0 

dargestellt werden kann, die nun wieder ihr Bild auf der Flache hat, so 
wird auch durch (16) eine Flachenkurve definiert. 1st &(u, v) analytisch 
in dem Bereichi? der «i;-Ebene und verschwindet 0' p nirgends ini?, so ist durch 
(16) v als analytische Funktion 

(17) v = &(u) 

definiert, und nach (1) und (17) sind jetzt x,y,z analytische Funktionen 
des Parameters u : sie stellen die Raumkurve dar. 

Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung 

(18) d d l = T)(U, V) 

stellt eine einfach unendliche Schar von Kurven auf der Flache dar, 
da das Integral noch eine willkiirliche Konstante enthalt. Ebenso definiert 

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
eine zweifach unendliche Schar von 
Flachenkurven. Beidemal ist dabei vor- 
ausgesetzt, daB die Integrale den im An- 
schlufi an (16) angegebenen Bedingungen 
genligen. 

Anmerkung. Im folgenden sollen alle 
Funktionen den in diesem Paragraphen ge- 
stellten Forderungen geniigen. Das meiste gilt 
auch bei weit schwacheren Voraussetzungen, 
wir lassen uns aber darauf nicht ein aus Griin- 
den, die auf Seite 9 auseinandergesetzt sind. 
Im ubrigen besitzen die in den Anwendungen 
verwendeten Funktionen stets analytischen 
Charakter. 

Als Beispiel mcjge die Gleichung 
der allgemeinen Rotationsflache 
(vgl. Fig. 15) dienen. Eine solche entsteht, 
^ wenn eine beliebige Raumkurve sich um 
eine feste Achse dreht; jeder Punkt der 
Kurve beschreibt hierbei einen Kreis; diese 
KreiseheiBen Parallelkreise. Eine durch 


z 
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die Achse gehende Ebene schneidet aus der Flache eine Kurve aus, die 
Meridian heiBt. Ein Meridian erzeugt durch Umdrehung um die Achse 
wieder dieselbe Flache; die sich drehende Kurve kann also unbeschadet 
der Allgemeinheit als ebene Kurve angenommen werden, die sich um eine in 
ihrer Ebene liegende Achse dreht. Die Rotationsachse sei die z-Achse. Da 
jeder Parallelkreis der zy-Ebene parallel ist, ist z nur vom Radius desselben, 
der mit u bezeichnet sei, abhangig. Ein Punkt P der Flache ist nun be- 
stimmt, wenn man den Radius u seines Parallelkreises und den Winkel v 
kennt, den die Ebene seines Meridians mit der #z-Ebene bildet. Die Glei- 
chungen der Rotationsflache sind also 

(19) x — u cos v , y = u sin t?, z = /(») ; 

u = const, ergibt einen Parallelkreis, v — const, einen Meridian der Flache. 
Die Parameterkurven sind also hier die Meridiane und Parallelkreise. 
Setzt man v — 0, so erhalt man den Meridian, der in der xz-Ebene liegt; die 
Gleichungen desselben sind 

z = », y = 0, z = f(u), 
oder durch Elimination von u 

2 = /(*), y = 0 . 

Eliminiert man aus (19) u und v, so erhalt man die Gleichung der Ro¬ 
tationsflache in der Form 

(20) z = / (]/x 2 + y 2 ) - 

Fiir die Kugel (Radius r) insbesondere nehmen die Gleichungen (19) 
die Form 

(21) x — u cos v, y — u sin v, z = it ]/r 2 — u, 2 

an, wo fur Punkte der oberen Halbkugel das Pluszeichen, fiir die der unteren 
das Minuszeichen gilt. 

Ist u die Poldistanz (Komplement der geographischen Breite), v die 
geographische Lange eines Kugelpunkts, so erhalt man als Gleichungen 
derselben Kugel: 

(22) x — r Bin u cos v, y = r sin u sin v, z — r cos u . 

Die Determinanten in (2) sind hier die Determinanten der Matrix 
r cos u cos v r cos u sin v — r sin u \ I 

i i • 

— r sin u sin v r sin u cos v 0 j j ’ 

sie verschwinden alle fiir den Nordpol u = 0; dieser (ebenso wie der Siidpol 
u = ji) ist daher bei der Parameterdarstellung (22) kein regularer, obgleich 
er in geometrischer Hinsicht von den andern Kugelpunkten sich nur dadurch 
unterscheidet, daB er ein hdchster Punkt ist. 

§ 17* Das Bogenelement. FundamentalgroBen erster Ordnung. 

Tangentialebene. 

Denkt man sich in den Flachengleichungen 

( 1 ) x = f(u y v), y=<p(u,v), z=tp(u,v) 

Kommerell, Rauinkurven. I. 


6 
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u und v als Funktionen eines Parameters t, so wird dadurch nach § 16 eine 
Flachenkurve dagestellt. 1st s ilir Bogen, so ist nach § 2, (14) 

■= 


( 2 ) 

wo z. B. 


(SMSMiM®- 


(3) 


dx 


du 


dv 


dt ~ Xu dt + Xv dt 


ist, und x u , x v die partiellen Ableitungen von x(u, v) nach u bzw. v bedeuten. 

ds 

Setzt man die Werte aus (3) in (2) ein, so erhalt man -g als Funktion von 

t und durch Integration s als Funktion von L In der Flachentheorie ist es 
vielfach geschickter, statt mit den Differentialquotienten mit den Differen- 
tialen (daher Differentialgeometrie) zu arbeiten: Wir lassen daher in (2) 
und (3) die Nenner dt 2 bzw. dt weg, so daB man fur das Bogenelement 
erhalt 


(4) 


ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 , 


wo nun 

(5) dx = x u du + x v dv, dy = y u du + y v dv , dz — z a du + z v dv 

in (4) einzutragen sind. Diese Schreibweise ist erstens kvirzer und zweitens 
lafit sie die Wahl des Parameters (oben t) noch vollkommen offen. Man erhalt 
nun durch Eintragen 

(6) ds 2 — E du 2 + 2 F du dv + G dv 2 , 
wo zur Abkiirzung 

(7) E = xl +yl + zl, F = x u x l .+y u y, + z. 1 z„, G = x\ + y% + z* 

gesetzt ist. Durch (6) ist das Bogenelement oder Linienelement der 

ds 

Flache bestimmt. Dividiert man in(6) wieder mit dt 2 , so hat man — als Funktion 

at 

von t , wenn in E,F,G fur u, v die Funktionen u(t),v(t) eingeflihrt werden. Wir 
sagen auch: ds ist die Entfernung des Punktes (u, v) vom Punkt (u + du, 

v + dv), wo du = ^ dt und dv — dt ist (vgl. § 2). Die GroBen E, F, G 

in (7) nennt man die FundamentalgroBen erster Ordnung und die 
„Differentialform“ 

(8) Edu 2 +2 Fdudv + Gdv 2 

in (6), welche eine quadratische Form in den Differentialen du, dv ist, die 
erste Differential- oder Fundamentalform. Sie ist positiv 
definit. Denn fur die Diskriminante A 2 — EG — F 2 von (8) folgt mit 
Benutzung eines bekannten Determinantensatzes 


+ Vl + zl x u x v + y u y„ + z u z v 

X U X„ + y u y v + z u z„ x\+y\+ z% 


*u Vu %u 

2 

X u Vu 

2 

+ 

Zu 

2 

+ 

Zu X u 

Xv yv Z* 


X v y v 

1 

Vv z v 


Z v X v 


(9) A 1 = EG —F i = 
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A 2 ist also gemaB der in §16 beziiglich der Determinanten (2) getroffenen 
Festsetzungen stets >0 fur die in Betracht gezogenen regularen Flfichen- 
punkte. Wir setzen im folgenden stets 

(10) A = + VEG - F\ 

so daB A stets eine reelle von Null verschiedene positive GrfiBe 
ist. 

Wir denken uns nun durch den Flachenpunkt P(u, v) eine beliebige 
Kurve auf der Flache gezogen, die analytisch dadurch definiert sei, daB u 
und v als Funktionen der Bogenlange s der Kurve gegeben sind. Fiir die 
Richtungskosinus <x, /?, y der Kurventangente in P erh&lt man 
dann nach § 3, (2) 

dx du dv 

* _ Ts ~ Xa ds +Xv ds' 

/ m a \ n dy du . dv 

(11) p = ds yu ds + y°ds' 

dz du dv 

7 = ds =Za ds +Zo ds’ 


Diese Gleichungen gelten auch dann, wenn die Kurve etwa dadurch de¬ 
finiert ist, daB v als Funktion von u gegeben ist. Man hatte dann nach (6) fiir 


(12) ds = + ]/Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 


>* = + ]/ 




f dv\ 2 

du) 


du 


in (11) einzutragen, und man sieht dann, daB a, /?, y nur von dem Verhalt- 

nis der Differentiale dv und du abhangen. Das Verhaltnis oder ^ be- 

stimmt also eine Fortschreitungsrichtung auf der Flache. Die 
Wurzel in (12) war positiv auszuziehen, weil in § 2 festgesetzt wurde, daB 
der Bogen s mit dem Parameter, der jetzt u ist, wachsen soli. 


Anwendung auf die Parameterkurven. 

Die Richtungskosinus der Tangente an die Parameterkurve v = const, 
bzw. u = const, durch P (Fig. 16) mogen <x u , /5 uy y u bzw. <x v , /3 V , y„ sein, wo die 
indizes wo hi nicht mit partiellen Ablei- 
tungen verwechselt werden. Fiir das Linien- 
element ds u bzw. ds v der Parameterkurven 
v — const, bzw. u — const, erhalt man 
nach (12) 

(13) ds u = + fE du , ds v = + )/Gdv. 

Dadurch, daB wir den Wurzeln das posi¬ 
tive Vorzeichen gegeben haben, ist festge¬ 
setzt, daB die Bogen der Parameterkurven 
mit den Parametern selbst wachsen. Damit 
ist fiir jede Parameterkurve die positive Fig. 16. 



6* 
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Richtung festgelegt. 


Aus (11) und (13) folgt nun 

Vu Zu 


(14) 


<*« = 


+ Ve' 

+ VG' 


Pu = 

A,= 


+ Ve' 

Vv 


Yu = 


+ ]/E' 


+ Vg + yG 

Dies sind die Richtungskosinus der Tangenten an die Para¬ 
meter kurven. Unter dem Winkel co{co <n) der Parameterkurven im 
Punkt P(u, v) verstehen wir den Winkel der Tangenten der Parameter¬ 
kurven. Man hat nun nach (14) und (7) 

F 

cos co = <x u <x v + p u p v + y u y v = “p-j/gg • 

Berechnet man hieraus sin co und tg co und beachtet, daB co <n sein 
soil, so folgt 

(15) C08tB= _^ ) gin co = —~== , tgo>= y . 

1st fiir den Punkt P(u, v) die GrtfBe F — 0, so stehen die Parameter¬ 
kurven in P aufeinander senkrecht. 1st F identisch gleich Null, so stehen sie 
liberall aufeinander senkrecht. Man hat daher den 

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap die beiden 
Scharen von Parameterkurven sich iiberall orthogonal schneiden , ist, dap F 
identisch gleich Null ist. Fiir orthogonale Parameterkurven nimml das Linien - 
element die Form an 


ds 2 — E du 2 + G dv 2 . 


AuBer den Parameterkurven u und v durch den Punkt P , ziehen wir 
durch den Punkt P'(u + du , v + dv) die Parameterkurven; sie begrenzen 



auf der Flache eine Masche PQP'R 
(Fig. 17). PQ ist Tangente in P an 
die Kurve v; die Richtungskosinus der 
benachbarten Flachentangente RP' wer- 
den sich von denen von PQ nur um 
GroBen von der GroBenordnung du bzw. 
dv unterscheiden. Analog ist es mit 
PR und QP\ Die Masche PQP'R kann 
also in erster Annaherung als Parallelo- 
gramm angesehen werden. Es ist nun 
nach (13) 

PQ = /?/>'= + j /E du , 

PR — QP' = -(- fGdv. 


Als Oberflachenelement dJ be- 
zeichnen wir den Inhalt der Masche. Es ist 

dJ = 4- yEG sin co dudv , 


also nach (15) 
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(16) dJ = A dudv. 

Fur den Inhalt eines endlichen Fl&chenstiicks, erh&lt man 

(17) J — ff A dudv, 

wo das Doppelintegral iiber den entsprechenden Bereich der wv-Ebene zu 
erstrecken ist. Das soeben Vorgetragene soli weniger ein Beweis fiir die Inhalts- 
formel (17) sein, sondern soli die Anschauung wecken. Wegen einer strengen 
Begriindung fur die Formel (17) verweisen wir auf die Lehrbiicher der Ana¬ 
lysis 1 ). 

Wir wollen aber noch zeigen, daB man auf ein solches ,,infinitesimales 
Dreieck 44 wie PQP' die Formeln der Euklidischen Geometrie anwenden darf 
und dabei auf richtige Ergebnisse kommt. In der Tat, wendet man auf dieses 
Dreieck, in dem PP' = ds , PQ = -f-1 /E du , QP' = + | /Gdv, PQP' =7t — co 
ist, den Cosinussatz an, so folgt 

ds 2 = E du 2 -j- G dv 2 -f 2 ]fEG cos co du dv , 

also nach (15) 

ds 2 — E du 2 -j- 2 F du dv -f- G dv 2 , 

also das Linienelement (6). In speziellen Fallen erhalt man so das Linien- 
element am schnellsten (z. B. bei Rotationsflachen). Aucb zur Berechnung von 
Winkeln ist dies oft recht gescbickt: man konnte z. B. umgekehrt unter Zu- 
grundelegung des Linienelements (6) aus jenem Dreieck cos co berechnen. 


Tange nti ale bene. 

Wir betracbten in (14) oc u , fi u , y u als die Komponenten eines Einheits- 
vektors t M (Fig. 16), der die Kurve v = const, in P beriihrt, entsprecbend 
(tv, Yv a l s die Komponenten eines Einheitsvektors t v1 der die Kurve 
u = const, in P berubrt. Jetzt ist durch 

(18) ' a • sin co = t„ X t„, 


wo rechts das vektorielle Produkt der Einheitsvektoren t u und t v steht, ein 
Einheitsvektor a definiert, der auf der Ebene der Vektoren t u und t v in P 
senkrecht steht, und zwar so, daB die Vektoren t w , t y , a so orientiert sind, wie 
die Achsen X, Y , Z eines Rechtssystems; sagen wir kurz: die Vektoren t M , t v1 a 
sind rechts orientiert. Sind a, b , c die Komponenten, d. h. die Richtungs- 
kosinus von a, so ergeben sich diese aus der Matrix 


Ji Yu j 

11 &v fiv Yv I 


: sin co 


Oder nach (14) und (15) aus 


I x u Vu Z U . 

I Xv Vv 


x ) Vgl. z. B. Mangoldt, „Einfuhrung in die h5here Mathematik“, 3. Aufl. 
1922, Bd. Ill, S. 315 ff. 
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Man hat also 
(19) aA = 


Vu Zu 

bA = 

Zu Zu 

, cA = 

Z u Vu 

Vv z v 


Z v x v 


Z v y v 


Da £a<x u = £a<x v = 0 ist, so folgt aus (14) 

ax u + by u + cz u = 0, 
ax v + by v + cz v = 0. 


( 20 ) 


Aus (11) und (20) ergibt sich nun 

aoc + bfi H- cy = 0. 

Alle Flachentangenten stehen daher auf a senkrecht und 
liegen in einer Ebene; dieBe Ebene heiBt Tangentialebene, und 
a mit den Richtungskosinus a, b, c (19) die Flaehennormale. 

Wegen der in § 16, (2) gemachten Voraussetzungen existiert in jedem 
(regularen) Fl&chenpunkt eine Normale. Sie ist orientiert, und zwar so, daB 
die positive Tangente an die Kurve v = const., die positive Tangente an die 
Kurve u — const, und die positive Flaehennormale rechts orientiert sind. 
Die Gleichung der Tangentialebene (Normalform) lautet 

(21) (X - x) a + (Y + y) b + (Z - z) c = 0. 


Sie ist auch orientiert: die positive Flaehennormale weist von der 
negativen zur positiven Seite der Tangentialebene: alle Punkte des Raumes, 
die auf der positiven Seite liegen, haben positive, die andern negative Ab~ 
stSnde. Fur den auf der positiven Seite der Tangentialebene 
stehenden Beobachter liegt die positive Richtung der Kurve 
w = const. links von der positiven Richtung der Kurve v = const. 
Oder von dort aus gesehen muB die positive Tangente der Kurve v == const, 
in positivem Sinn (umgekehrter Uhrzeigersinn) gedreht werden, damit 
sie auf dem kiirzesten Weg in die positive Tangentenrichtung der Kurve 
u = const, ubergefiihrt wird. 

Weil a ein Einheitsvektor und darum or + b 2 + c 2 = 1 ist, so folgt 
aus (19) durch Multiplikation mit a, ft, c und Addition die ofter zu ge- 
brauchende Formel 


( 22 ) 


A = 


a x u x v 

b y, y v 

C 2 . 


Aus (19) erhalt man durch Quadrieren und Addieren wieder (9). 


Winkel von zwei beliebigen Flachentangenten. 

Durch (11) ist den Differentialen du, dv eine bestimmte Flachentangente 
zugeordnet. Nimmt man zwei Systeme von Differentialen dw a , dv x und dw 2 , dv 2l 
so entsprechen diesen zwei Flachentangenten mit den Richtungskosinus 
oc i, fix, y x bzw. a 2 , fi 2 , y*\ sie sind die Komponenten von zwei Einheitsvektoren 
^ und a 2 . Aus (11) ergibt sich so 
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(23) 


dx du , , dv, 

*' = dFr x “fc 1 +x '’ 
dx du 2 


ds x * 

dv 2 

ds«' 


usw. 


usw. 


wo dSi aus (12) fur du <? dv* zu berechnen ist. Fiir den Winkel (ds x , ds 2 ) erh&lt 
man 

cos (ds ly ds 2 ) =■ oc x oc 2 + Pi @2 4“ Vi V 2 > 

also nach (7) 

(24) cos(ds u ds 2 ) = MHda^+Fjd^dg + du t d Vl ) ± GdVjdv , 

Der Zahler ist die Polarform der quadratischen DifTerentialform (6). 
Die Bedingung dafiir, daB die zwei Richtungen (du x , dv x ) 
und (du 2 , dv 2 ) aufeinander senkrecht stehen, ist also 
(24a) Edu x du 2 + F{du 1 dv 2 + du 2 dv x ) + Gdv x dv 2 = 0. 

Da wir wiederholt auch sin (ds x , ds 2 ) brauchen, so beweisen wir noch 
die Formel 

/rkrv . /7 , . . du.d.Vo — du 2 dv. 

(25) sin (ds u ds 2 ) = A — ■— d Sl ds 2 —* ‘ 

Zu diesem Zwecke berechnen wir die Komponenten <x 3 , , y z des 

Vektors 

(26) q 3 = dj x a 2 ; 

sie ergeben sich als Determinanten der Matrix 


| *1 Pi Vi 

I *2 Pi Vi ; 


Es ist also nach (23) z. B. 


*3 = ; 


du x 
1 ds 1 
du 9 


yu ~ds\ + y " d. Sl 


dv i 
ds x 
dv o 


du x 


-f" Z v 


\ yu ds 2 +yv ds i 


~ u ds x 
du 2 

Zu ’ j " “i Z\ 


dv 2 

ds 2 t ** ds 2 


1 

du x 

dv x 

II 

<« 

s 

u 

ds x 

ds x 

1 yv Zv 

du 2 

dv 2 


ds 2 

ds 2 


oder nach (19) 
(27) 


a 3 == a A 


du 1 dv 2 — du 2 dv 1 


dsi ds 2 

Nun bilden a ly a 2 , a 3 ein Rechtssystem, und der Betrag von a 8 ist, 
da o 1} o 2 Einheitsvektoren sind, 

| sin (ds ly ds 2 ) | ; 

die Richtung von a 3 ist entweder die der positiven oder die der negativen 
Fl&chennormalen. Ist nun 


(28) 


^ du x dv 2 — du 2 dv x 
dsi ds 2 


positiv, so fallen die positiven Richtungen von o 3 und der Flachennormalen 
zusammen, und (28) stellt, wie in (25) angegeben, den sin ds 2 ) dar, und 
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zwar genauer den (unter n liegenden) Winkel, um den der auf der positiven 
Seite der Tangentialebene stehende Beobachter den Vektor a x in positivem 
Drehsinn (verkehrter Uhrzeigersinn) drehen muB, bis er mit a 2 zusammenfallt. 

1st aber die GroBe in (28) negativ, so fSllt die positive Richtung von a 3 
mit der negativen von a zusammen. Jetzt liegt von der positiven Seite der 
Tangentialebene aus gesehen, der Vektor a 2 rechts vom Vektor a lT w&hrend a 2 
vorher links lag. Die Formel (25) ist auch richtig, aber sie gibt den liber n 
liegenden Winkel zwischen und a 2 an. Daraus folgt: die Formel (25) 
gibt in alien Fallen den Winkel ds 1 ,ds 2 an, um den der auf der 
positiven Seite der Tangentialebene stehende Beobachter das 
Linienelement ds 1 in positivem Drehsinn drehen muB, bis es 
mit ds 2 zusammenfallt. Damit hangt zusammen, daB die rechte 
Seite von (25) bei Vertauschung der Zahlen 1 und 2 ihr Vorzeichen andert. 

Aus den Formeln (24) und (25) ergeben sich die Formeln (15), wenn 
man setzt: du r = da, dv 1 — 0; du 2 = 0, dv 2 — dv , also die Vektoren ctj, d 2 
mit den Tangenten an die Kurven v = const, und u — const, zusammen 
fallen lafit. 

Wir geben noch eine Anwendung fur die Formel (24a). Durch 

(29) Adu 2 + 2 Bdudv -f Cdv 2 = 0, 


wo A, B,C zunachst drei Konstanten seinsollen, sind entsprechend den beiden 

Wurzeln fur ~ von (29), die wir als reell und von einander verschieden vor- 
dv 

aussetzen, zwei Fortschreitungsrichtungen im Punkt P definiert. Wann 
stehen diese aufeinander senkrecht ? Nach (24a) muB 

<*» *£:Si +f (£:+t) +G -» 

sein. Nun ist, wenn A =)= 0 ist, 
du x du 2 _ C 
dv 1 dv 2 ~~ A 

und darum nach der vorhergehenden Gleichung 
(31) EC — 2FB + GA = 0, 

eine Gleichung, die, wie man leicht zeigt, auch flir A = 0 gilt. Die linke Seite 
von (31) 

EC - 2 FB 4- GA 


du x du 2 
dvj ' dv 2 ~ 


2 B 
A 


nennt man die Simultaninvariante der quadratischen Dif ferential- 
formen (vgl. § 31) 

E du 2 4- 2 F du dv + G dv 2 , 

Adu 2 +2 Bdudv A-Cdv 2 , 

Man hat so den Satz 

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir , daft die 
beiden durch (29) definierten Fortschreitungsrichtungen orthogonal sind , ist , 
dafi die Simultaninvariante (31) der beiden quadratischen Formen (32) ver - 
schwindeU 
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Sind nun in (29) A, B,C Funktionen von (u, v), so sind fur jeden Fl&chen- 

punkt zwei Richtungen bestimmt. Entsprechend den beiden Wurzeln fur 

von (29) erhalt man zwei Kurvensysteme auf der Fl&che. 

Nach Satz 2 hat man dann unmittelbar den 

Satz 3. Die notwendige und hinreichende Bedingung daiiir, dap die beiden 
Kurvensysteme, welche durch die Differentialgleichung (29) definiert sind, ein 
Orthogonalsystem bilden, ist, dap die Simultaninvariante (31) der quadratischen 
Formen (32) identisch verschwindet. 

Aufgabe. Durch die Differentialgleichung 

(33) = 0(u, v ) 


ist ein Kurvensystem auf der Flache bestimmt, wie erhalt 
man die Orthogonaltraj ektorien ? 


Man ersetze 


durch 0(u , v) und 


durch ^--in (30); dann erhalt 


man fur die orthogonalen Kurven die Differentialgleichung 


< M > £ '®t“+4 5+ S) +6 ' =0 ' 


§ 18. FundamentalgroBen zweiter Ordnung. Satz von Meusnier. 

1st P(u, v) ein Flachenpunkt, P' ein Nachbarpunkt mit den Parametern 
u 4 -Au, v -{-Av, dann ist es fur die Beurteilung der Kriimmungsverhalt- 
nisse der Flache in P, der wir uns jetzt zuwenden, wertvoll, den senkrechten 
Abstand d des Punktes P' von der Tangentialebene in P zu kennen. Dabei 
wird man zu neuen wichtigen GroBen, den sogenannten Fundamental- 
groBen zweiter Ordnung geftihrt. Es ist nun 

x(u -{-Au, v + Av) = x 4- (x u Au 4- x v Av) 

4- j —2 I %uu {Au)” 4" 2x U v Au Av 4~ %w(Av) 2 } 4" * * * • 

Setzt man in die Gleichung der Tangentialebene 
Z(X — x) a — 0 

fur X den Wert von x(u -{-Au, v -{-Av) usw. ein, so folgt 
d — AuXaXu -{- AvXaxv 

+ t^kU/Im) 2 Sax uu 4- 2 A u A v Z axuv 4~ (Av) 2 ZaXw} -4— • 

1 . A 

oder, da nach § 17, (20) die zwei ersten Summen gleich Null sind, 

(1) 2 d = (Au) 2 Zax uu 4- 2AuAv Zax uv 4- (Av) 2 Zax vv 4- • • •. 

Wir setzen nun 

D = Zax uu = — Za u x u , 

D' = Zax uv = — Za u x v = — Za v x u , 

D" = Zax vv = — Za v x v , 


(2) 
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wobei die Beziehungen in (2) sich durch Differentiation von £ax u = 0* 
Sax v = 0 nach u und v ergeben haben. Setzt man fur a, ft, c in (2) aus § 17, 
(19) die Werte ein, so hat man 

Xuu ^ Xuv Xu Xv 

Vuu V%i Uv i D = -j- y uv y u y v , 

Zuu Zu Z-v Zuv Zu Zv 

j Xqq Xu J'f 

D ” = -$ y™ y« y» ■ 

Zvv Zu Zv 

Die Grofien D,D',D" heifien die FundamentalgroBen zweiter 
Ordnung, und die Differentialform 

(4) Ddu 2 + 2D'dudv + D" dv 2 = L 

heiBt die zweite Dif fere ntialform oder Fundamentalform; sie werde^ 
abgekiirzt mit L bezeichnet.. Da nun aus (1) folgt 

(5) 2d — Ddu 2 -f 2D'dudv + D"dv 2 + • * *, 

wenn ixxr Au,Av bezliglich du, dv geschrieben wird, so sieht man, daB die 
zweite Differentialform (4) den doppelten Abstand des Punktes 
u + du, v + dvv on der Tangentialebene des Punktes u, v bedeutet, 
wenn gegeniiber du 2 , dudv, dv 2 die hoheren Potenzen vernachlassigt werden. 

Legt man nun durch die Flachennormale in P und durch P' die Ebene, oder 
kiirzer gesagt, legt man durch P' den Normalschnitt, so schneidet dieser aus 
der Flache eine Kurve aus, deren Kriimmung in P wir nun untersuchen. Ins- 
besondere ist es von Interesse, zu sehen, wie die Kriimmung des Normalschnitts 
sich andert, wenn die Ebene um die Flachennormale sich dreht. Konstruiert 
man einen Kreis, der die Tangente des Normalschnitts in P beriihrt und durch 
P' geht, so erhalt man wie in § 5, (17) fur seinen Radius 



( 6 ) 


2d 

R > 9 


wo l = PP' ist. LaBt man nun wie in § 5 den Punkt P' auf der vom Normal- 
schnitt ausgeschnittenen Fliichenkurve gegen P wandern, so wird l 2 in der 
Grenze = ds 2 (s. § 5), und der Kreis geht in den Kriimmungskreis in P liber. 

1 

Aus (5) und (6) folgt so fur die Kriimmung ^ des durch den Punkt 
u + du, v + dv gehenden Normalsch-nitts 


1 _ Ddu 1 -f- 2D'dudv + D"dv 2 
{ } R Edu 2 + 2 Fdudv + OdvT * 

Durch das Verhaltnis der Differentiale ~ ist auf der Flache eine Fort- 

dv 

schreitungsrichtung in P definiert. Die Formel gibt die Kriimmung des Nor¬ 
malschnitts, der durch diese Richtung geht. Der Fall, daB die zweite Funda¬ 
mentalform verschwindet, soil spater betrachtet werden. Da d positiv ist, 
wenn der Punkt P' auf der positiven Seite der Tangentialebene liegt, 
negativ, wenn er auf der negativen Seite sich befindet, so hat R in (7) im 
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Gegensatz zur Kurventheorie ein Vorzeiehen, das durch das 
Vorzeichen der zweiten Fundamentalform bestimmt wird. Die 
Formel (7) liefert also ein positives wenn der zugehorige Kriimmungs- 
mittelpunkt auf der positiven Normal en, ein negatives R , wenn er auf der 
negativen Richtung liegt. Die Koordinaten des Krummungsmittelpunkts 
des Normalschnitts erhalt man also fur beide Falle aus 


(S) X. — x *-f- Rcl , F — y -f- Rb, Z — z -f- Rc, 

Legt man durch eine Flachentangente verschiedene Ebenen, also z. B. die 
Ebene durch die Flachennormale (Normalschnitt) und eine beliebige andere 
Ebene (schiefer Schnitt), so ist es wichtig, die Krummungen dieser Schnitte 
in P zu untersuchen und miteinander zu vergleichen. Zu diesem Zweck denken 
wir uns allgemein eine beliebige Flachenkurve durch P gezogen, die 
durch die Gleichungen 

(9) a — u(t ), v = v(t) 


dargestellt sei. Sind, wie friiher, l , m, n die Richtungskosinus der Haupt- 
normalen, H der Winkel dieser mit der Flachennormalen {H ^ n), so hat man 
(10) cos H = al + bm + cn. 

Nun war nach § 5, (7) 


( 11 ) 


, drx 
' ds 2 


m = r 


d 2 y 

ds*' 


d*z 
ds* 


wo r (den stets positiven) Krummungsradius der Flachenkurve in P bedeutet. 
Man hat jetzt 


dx ___ da 
(Is ~ Xu ds 


+ 


dv 


ds 


/10 \ d 2 x (duV 

12 « = *“ (a) 


ds- 

wo naturlich 


+ 2 x u x v 


du dv 
ds ds 


+ Xvv 


(,£) 


2 . d 2 u 
+ *• ds2 


d 2 v 

Xv -V"K 

ds - 


B. 


(13) d . U = d . U :i S und + ]Ie {~X+ 2F^~ +G (^) 2 
ds dt dt dt \ \dt j dt dt \dt) 

ist. Aus (10) —(12) folgt nun, weil Eax u = Eax v — 0 ist, 


cos H 


'{(S) ! 


27 a x uu + 2 — 27 ax uv + 

ds ds . 


(ITM 


Jetzt erhalt man nach (2) die wichtige Formel 

cos H __ Ddu 2 + 2 D'dudv + D" dv 2 
r ~ Edu 2 + 2 Fdudv -j- Gdv 2 


(14) 


wo noch du und dv durch ^ dt bzw. ^ dt zu ersetzen waren. Die Schreib- 

dt dt 


weise (14) ist aber wieder deshalb geschickter, weil sie unabhangig von der 
Wahl des Parameters t in (9) ist. Wie man sieht, ist die Krummung 1 : r 
der Flachenkurve lediglich abhangig von der Tangentenrichtung 
(Fortschreitungsrichtung, charakterisiert durch du : dv) der Kurve und dem 
Winkel ZT, den die Hauptnormale mit der Flachennormalen bildet. Es 
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geniigt daher, die ebenen Schnitte durch jene Richtung zu 
untersuchen. 

Untersuchen wir zuerst wieder den Normalschnitt durch die Fl&chen- 
richtung, so ist H = 0 oder H — n. Da die Nenner in (14) positiv sind — 
der Fall 1: r = 0 wird spater behandelt —, so hat cos H das Vorzeichen der 
zweiten Fundamentalform, die ebenfalls nicht Null sein soil. Der Fall, daB 
sie Null ist, wird unten betrachtet werden. Hat nun die zweite Fundamental- 
form das positive Zeichen, so ist H = 0, und die positive Hauptnormale 
fallt mit der positiven Flachennormalen zusammen, d. h. der Kriimmungs- 
mittelpunkt fallt in die positive Flachennormale; man erhalt so die Formel 
(7) mit r = R. Hat aber die zweite Fundamentalform das negative Zeichen, 
so ist H = n und der Kriimmungsmittelpunkt liegt auf der negativen Norma- 
lenrichtung, setzt man jetzt r =* — /?, so erhalt man wieder die Formel (7). 
Damit ist die Formel (7) aufs neue erwiesen. Nochmals sei auf das oben Gesagte 
hingewiesen, daB jetzt R in (7) ein Vorzeichen besitzt. 
p Aus (7) und (14) folgt nun 



cos II 


1 

R 


oder 

(15) r — R cos //, 

die Meusniersche Gleichung. Sie ist einfach 
geometrisch zu deuten: sei <p der Winkel, den die 
Hauptnormale mit dem Teil der Flachennormalen 
bildet, auf dem der Kriimmungsmittelpunkt des 
Normalschnitts liegt oder anders ausgedriickt: 
(p sei der spitze Winkel, den die Ebene des 
schiefen Schnitts mit der Ebene des Normal¬ 
schnitts bildet (Fig. 18); dann ist fur positives R der Winkel <p — H , fur 
negatives R ist <p = n — //, und man hat daher 
(16) r == | R | cos q>, 


und den 

Satz von Meusnier x ). Der Kriimmungsradius r eines schiefen Schnitts 
ist gleich der Projektion des Kriimmungsradius des durch dieselbe Fldchen- 
tangente gehenden Normalschnitts auf die Ebene des schiefen Schnitts. Oder: 
Die Kriimmungsmittelpunkte aller ebenen Schnittkurvcn durch dieselbe Flachen - 
tangente liegen auf einem Kreis , der iiber dem Kriimmungsradius des zugehorigen 
Normalschnitts als Durchmesser in einer zur Ebene des Normalschnitts senk - 
rechten Ebene beschrieben ist. 


Zusatz. Unter alien ebenen Schnitten durch dieselbe Fldchentangente hat 
der Normalschnitt den (absolut genommen) grofiten Kriimmungsradius. 


l ) „M6moire sur les courbures des surfaces**, M6m. div. Sav. 1785, T. X, 
p. 477—510. 
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Die Figur 18 illustriert den Meusnierschen Satz, wenn das Linien- 
element in P senkrecht zur Zeichenebene steht. 

Die Kriimmung eines durch eine beliebige Fortscbreitungsrichtung 
du : dv gehenden Normalschnitts ist durch (7) angegeben. Wie diese von dem 
Winkel der Fortscbreitungsrichtung gegen die Parameterkurven abhangt, 
soil spater (§ 20) ausgefiihrt werden. 

Wir fiigen nocb einige Formeln bei, die sp&ter benutzt werden sollen. 
Aus (2) folgt 

Ddu + D'dv = — Ea u (x u du + x v dv) = — Ea u dx , 

D'du 4- D"dv = — Ea v (x u du + x v dv) = — Ea v dx. 
Multipliziert man die erste Gleichung mit du, die zweite mit dv und 
addiert dann, so folgt 

(18) L z^Ddu 2 + 2D'dudv + D"dv 2 = — 27 dadx = Ead 2 x . 

DaB die letzten Glieder einander gleich sind, folgt aus der Gleichung 

die ihrerseits fur einen beliebigen Parameter aus § 17, (20) sicb ergibt; differen- 
ziert man namlich jetzt nach t , so erhalt man 

r da dx r-i d 2 x 

—— = jLa , 

dt dt dt- 

oder mit Weglassung der Nenner 

— Zda dx — Ea d 2 x . 


Bemerkung. Die sechs FundamentalgroBen andern sich nicht, 
wenn die Gleichung der Flache statt auf das Koordinatensystem x t y,z 
auf ein anderes gleichorientiertes System x li y 11 z 1 bezogen wird, Oder wenn, 
was auf dasselbe hinauskommt, die Flache (bei ungeandertem Koordinatensystem) 
beliebig im Raum bewegt wird, sofern nur das System der Parameterkurven 
auf der Flache erhalten bleibt. Der Beweis hierfiir ist leicht folgendermaBen durch 
Rechnung zu fuhren. 

Die Gleichungen, welche die Koordinaten eines Punktes des neuen Systems 
durch die des alten ausdriicken, lauten 




(19) y ! - p x x + p 2 y + p z z 4 B , 

z x == y x x 4 y*y + + ^ 

wo A , B , C die Koordinaten des alten Ursprungs bezfiglich des neuen Koordinaten- 
systems x l9 y u z x und z. B. a 1} <x 2 , <x 3 die Kosinus der Winkel sind, welche die avAchse 
mit der x- y y- y z-Achse bildet. — Differenziert man nun (19) partiell nach u und v t 
so erhalt man 


( 20 ) 


dx x 

du 

dx x 

dv 


dx dy dz 

= A- + «t A + «8 A : 

cu ou OU 


*1 


dx 

dv 


dy 

+ dl + “ a 


dz 

dv 


usw. 

Hieraus folgt, wenn man die fur x u y lt z x gebildeten FundamentalgroBen mit 
dem Index 1 bezeichnet, 
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E x = E\ F l =F; G X = G; 

( ' A X =A. 

Durch Weiterdifferenzieren von (20) erhalt man auch die zweiten partiellen 
Ableitungen von x lf y lf z x nach u und v durch diejenigen von x , y y z ausgedriickt, 
und zwar ganz auf dieselbe Weise, wie die ersten. Multipliziert man nun die in (3) 
stehenden Ausdriicke fur Z>, D\ D" mit der Determinante der Richtungskosinus 

*i Pi Yi 
<*2 Pi Yi 
a s Pi Ys 

die = 1 ist, durch Kombination der Spalten, so ergibt sich, da nach (21) auch 
A — A x ist, 

(22) D 1 = D 1 Z>; = D ', D " = D". 

Damit ist der Beweis geliefert. Die sechs Fundament algroBen 
sind also gegeniiber der durch (19) ausgedriickten Koordinaten- 
transformation invariant. 


§ 19. Elliptische, hyperbolische, parabolische Flachenpunkte. 

Im letzten Paragraphen haben wir in (5) fur den Abstand d des Punktes 
P'(u + du , v + dv) von der Tangentialebene des Punktes P(w, v) die 
Formel erhalten 


(1) 2d — Ddu 2 +2 D'dudv + D" dv 2 + • • •, 

wofiir wir, wenn D 4= 0 ist, 

(2) 2d = (Ddu + D ' dv) * + (DZ)// — D '^ dv * + . . . 

und, wenn D" =f= 0 ist, 

0 , _ ( D'du + D''dv) 2 + {DD ,f — D' 2 )du 2 

V J ) ZCl - Jy, - 




schreiben konnen. Wir wollen im folgenden nur solche Flachenpunkte be- 
trachten, fur die Z), D\ D" nicht alle verschwinden. In den Ausnahme- 
punkten (/>=/)'= D" =0), die kein erhebliches Interesse bieten, werden 
namlich die an die Formeln (7) und (14) des § 18 gekniipften Folgerungen 
hinfallig. (Zur Untersuchung eines solchen Punkts miiflten in der Reihen- 
entwicklung (1) auch noch die Glieder dritter Ordnung beriicksichtigt werden 
(vgl. §24, Anm.) Dies vorausgesetzt, bestimmen die in (1) angeschriebenen 
Glieder der Reihenentwicklung das Vor^eichen von d. 


(4) 


1. Fall 


DD" -D' 2 > 0 


Elliptischer Flachenpunkt. 


Weder D noch D" konnen verschwinden. Es gilt also (2) oder (3); d. h. 
d hat fur alle Nachbarpunkte dasselbe Vorzeichen: L ist eine definite quadrati- 
sche Form in den Differentialen du y dv. Alle Nachbarpunkte liegen auf der- 
selben Seite derTfmgentialebene in P, und nach § 18, (7) liegen die Krummungs- 
mittelpunkte aller Normalschnitte auf derselben Seite der Tangentialebene; 
kein Normalschnitt hat in P die Krummung Null. Man sagt: die Flache 
ist in P elliptisch (vgl. § 21, SchluB) gekriimmt, oder P ist ein 
elliptischer Punkt. Die Punkte eines Ellipsoids kdnnen als Beispiel dienen. 
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Die Tangentialebene in P schneidet nunj wie jede andere Ebene, aus 
der Flache eine Kurve aus. Wir untersuchen, wie sich diese Kurve in P 
verh&lt. Die Tangenten in P an diese Kurve erhalt man nach (1) durch 


(5) Ddu 2 + 2D'du,dv + D''dv 2 = 0; 


da aber die beiden Wurzeln ~, die diese Fortschreitungsrichtungen bestimmen, 

dv 

nach (4) imaginar sind, so besitzt die Schnittkurve in P einen isolierten Doppel- 
punkt. 


( 6 ) 


2. Fall. 


DD" — D' 2 < 0 


Hyperbolischer Punkt. 


L ist in diesem Fall eine indefinite quadratische Differentialform. Die 
Gleichung (5) gibt zwei reelle und getrennte Werte fiir ^ bzw. diesgeht 

aus (2) oder (3) hervor, wenn D bzw. D" 4 = 0 ist, und aus (5), wenn D — D"= 0 
ist: die Richtungen sind dann du — 0 und dv = 0, d. h. die Tangenten 
an die beiden Parameterkurven in P. Diese beiden reellen Fortschreitungs- 
ricbtungen in P, fur die d von hoherer als der zweiten Ordnung klein ist, 
heiBen die Asymptotenrichtungen oder Haupttangentenrichtungen 
in P. Nach § 18, (7) haben fiir diese Richtungen die Normalschnitte, und 
nach § 18, (14) auch die schiefen Schnitte (cos II 4 = 0) die Krummung Null, 
d. h. die betreffenden Schnittkurven besitzen in P einen Wendepunkt. 
Beim Obertritt fiber eine Asymptotenrichtung andert d das Vorzeichen. 

Die Asymptotenrichtungen in P be¬ 
stimmen in der Tangentialebene zwei Scheitel- 
winkelraume (in der Figur 19 mit + oder — 
bezeichnet). Alle Nachbarpunkte in dem einen 
( + ) Raum liegen, weil d positiv ist, auf der 
positiven Seite der Tangentialebene: die 
Krfimmungsmittelpunkte der zugehorigen Nor¬ 
malschnitte liegen nach § 18, (7) auf der posi¬ 
tiven Flachennormalen. Die Nachbarpunkte 
des andern ( —) Raumes liegen auf der nega- 
tiven Seite der Tangentialebene, und die 
Krfimmungsmittelpunkte der zugehorige Normalschnitte liegen auf der nega- 
tiven Normalenrichtung. Man sagt: die Flache ist in P hyperbolisch 
gekrfimmt, oder P ist ein hyperbolischer Punkt. Die Tangential¬ 
ebene schneidet aus der Flache eine Kurve aus, die in P einen Doppelpunkt 
mit reellen getrennten Tangenten besitzt: diese Tangenten sind nach (5) 
die Asymptotenrichtungen. Als Beispiel fiir einen hyperbolischen Punkt 
diene ein Punkt eines hyperbolischen Paraboloids: die Asymptotenrich¬ 
tungen sind die beiden durch den Punkt gehenden Erzeugenden. 



(7) 3. Fall. \DD" — D' 2 =0| . Parabolischer Punkt. 

Hier existiert nur eine (reelle) Fortschreitungsrichtung, fiir die d von 
hdherer als der zweiten Ordnung klein ist. Dies folgt aus (2), wenn D 4= 0 
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ist, aus (3) wennD"=#Oist. Beide konnen nicht verschwinden, dadann nach (7) 
auch D' = 0 ware, entgegen der oben getroffenen FeBtsetzung. Man kann 
sagen: die Asymptotenrichtungen sind zusammengefallen. Da nun d nach 
(2) bzw. (3) immer dasselbe Vorzeichen besitzt, so liegen hier wieder alle 
Nachbarpunkte auf derselben Seite der Tangentialebene. Fur die eine durch 
(5) charakterisierte Fortschreitungsrichtung hat nach § 18, (7) der zugehdrige 
Normalschnitt die Kriimmung Null und nach § 18, (14) gilt dies auch fur die 
schiefen Schnitte mit cos H =±= 0. Die Kriimmungsmittelpunkte aller Normal* 
schnitte liegen auf derselben Seite der Tangentialebene. Man sagt: die Flfiche 
ist in P parabolisch gekriimmt, oder P ist ein parabolischer 
Punkt. Man wird vermuten, daB die Tangentialebene in einem parabolischen 
Punkt aus der Flache eine Kurve ausschneidet, die in P eine Spitze hat, 
wobei die oben definierte ausgezeichnete Richtung die Spitzentangente ist. 
DaB dies im allgemeinen der Fall ist, wird sich in § 21 ergeben. Dort ist auch 
in Fig. 21. das Verhalten der Flache in einem parabolischen Punkt dargestellt. 

Durch DD" — I)' 2 = 0 ist eine Kurve auf der Flache definiert, falls nicht 
fur alle Flachenpunkte diese Beziehung erfiillt ist; der allgemeine Fall wird der 
sein, daB auf der einen Seite der Kurve DD" — D' 2 > 0, auf der andern Seite 
<0 ist. Diese Kurve, welclie parabolische Kurve heiBt, trennt dann 
die Flachengebiete der elliptischen Punkte von den Flachengebieten der 
hyperbolischen Punkte. Fiir eine Ringflache z. B. besteht die parabolische 
Kurve aus dem obersten und untersten Parallelkreis. 


§ 20. Hauptkriimmungsradien. Hauptrichtungen. Krummungslinien. 

Fiir den Krummungsradius R des Normalschnitts, der der Fortschrei¬ 
tungsrichtung 

/a\ du 


entspricht, hat sich § 18, (7) 

(21 A — +2D’d u dv+ D" dv 2 

RE du 2 -f- 2 F du dv -f- G dv 2 

ergeben, oder nach (1) 

pv 1 _ Der 2 + 2D’a + D" 

R E~o 2 +2Fg+G * 


Jeder Fortschreitungsrichtung a ist nach (3) ein einziger Wert von 1: R 
fiir die Kriimmung des zugehorigen Normalschnitts zugeordnet, dagegen 
jedem Wert von 1: R im allgemeinen zwei Werte von a. Die Beziehung ist also 
ein-zweideutig. Es ist klar, daB diejenigen Werte von 1:/?, fiir die die beiden 
Werte von a zusammenfallen, ausgezeichnete Werte sind, und die Vermutung 
liegt nahe, daB diese Werte fiir 1: R extreme Werte darstellen. Suchen wir 
daher die Extremwerte von 1: R ! Zu diesem Zwecke schreiben wir statt (3) 

(4) (RD - E)a 2 + 2 (RD' - F)o + (RD" - G) = 0. 
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Die linke Seite ist implizite Funktion von R, a. Differenziert man nach a 


und beachtet, daB fiir ein Extremum notwendig 


dR 

do 


= 0 ist, so folgt 


_ (RD-E)o + (RD'-F) = 0 , (RD — E)du-\- (RD' — F) dv =0 
{) (RD'-F)o + (RD"-G) = 0 (RD'-F)du + (#/)"- G T )dv =0, 


wobei sich die letzte Gleichung aus der ersten zusammen mit (4) ergibt. 
Hieraus folgt 


( 6 ) 


| RD — E RD' - F ! 0 


Die Determinante ist aber die Diskriminante der in a quadratischen 
Gleichung (4), womit sich die Vermutung von oben als richtig erweist. Aus (6) 
erhalt man 


(7) R 2 (DD" - D /2 ) - R(ED" - 2 FD' + GD) -f EG — F 2 = 0. 

Fur die durch (7) definierten zwei Werte von R , die, wie sich zeigen 

wird, stetsreell und im allgemeinen voneinander verschieden sind, 

erhalt man also aus (4) nur einen Wert von a, d. h. nur eine Fortschreitungs- 

richtung. Eine der Gleichungen (5), die wegen (6) miteinander vertraglich 

sind, gibt fiir jede Wurzel R aus (7) das eine zugehorige o. Die beiden Wurzeln 

von (7), die wir mit R x und // 2 bezeichnen, nennen wir die beiden Haupt- 

kriimmungsradien; es wird sich unten zeigen, daB sie wirklich Extreme 

fur R in (3) sind. Die den Hauptkriimmungsradien zugeordneten Fortschrei- 

tunsgrichtungen o nennt man die Hauptkriimmungsrichtungen oder 

kiirzer die Hauptrichtungen, die Normalschnitte fur diese Richtungen die 

Hauptschnitte. Die den Hauptrichtungen zugeordneten Werte fiir a oder 

d [ l erhalt man offenbar, wenn aus (5) R eliminiert wird. 
dv 

Man erhalt so 

.q. I Edu rf Fdv Ddu + D'dv\ 0 

I F du + Gdv D'du -f- D"dv j 

oder entwickelt 


(9) (ED' - FD) du 2 + (ED" - GD) du dv + (FD" - GD') dv 2 = 0 , 
wodurch die Hauptrichtungen bestimmt sind. Die Koeffizienten der 
Gleichung (7) sind die Diskriminanten bzw. die Simultaninvariante der beiden 
Fundamentalformen, wahrend die Determinante in (8) eine Kovariante, 
die sogenannte Jacobische Determinante der beiden Fundamentalformen ist. 

1. Wir zeigen nun zuerst, daB die beiden Gleichungen (7) 
und (9) stets reelle und im allgemeinen voneinander verschie- 
dene Wurzeln besitzen. 

Die Identitaten 

(10) (ED" - 2 FD' + GD) 2 - 4 (DD" - D' 2 ) (EG - F 2 ) 

== (ED" - GD) 2 - 4 (ED' - FD) (FD" - GD') 

= | (ED"~ GD) - ~ (ED' - Fi))! 2 + -~ 2 (EG - F*) (ED' - FD) 2 

Kommerell, Baumkurven. I. 7 
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zeigen, daB die quadratischen Gleichungen (7) und (9) dieselbe Diskriminante 
besitzen; die beiden ersten Glieder in (10) sind namlich die negativen Dis- 
kriminanten dieser Gleichungen. Da weiter nach der im AnschluB an die 
Gleichung § 17, (9) gemachten Bemerkung 

EG-F*> 0 

ist, so ergibt sich, daB diese Diskriminanten kleiner als Null sind, wenn nicht 
gleichzeitig 

(11) ED" -GD*= 0, ED' — FD = 0 

besteht, ein Fall, der unten (Ausnahmefall) untersucht wird und auf die so- 
genannten Kreispunkte fiihrt. Daraus folgt, daB abgesehen von diesem 
Ausnahmefall, die Wurzeln von (7) und (9) stets reell, endlich und von- 
einander verschieden sind, wenn DD" — Z>' 2 =4= 0 ist, also kein parabolischer 
Punkt vorliegt, was vorerst vorausgesetzt werde. 

2. Die Hauptrichtungen stehen aufeinander senkrecht. 

Um dies zu zeigen, benutzen wir den Satz 2 von § 17. Die Simultan- 

invariante der linken Seite von (9) und der ersten Fundamentalform ist aber 
E(FD" - GD') - F(ED" - GD) + G(ED' - FD) 
und identisch Null, womit die Behauptung bewiesen ist. 

3. Die durch (6)bzw. (7) definierten Hauptkriimmungsradien 
/?!, R 2 sind extreme Werte. 

Da die Gleichung (6) bzw. (7), abgesehen von dem erwahnten sogleich zu 
besprechenden Ausnahmefall, verschiedene reelle Wurzeln R 1 und R 2 besitzt, 
so ist die linke Seite von (6) entweder fur R = R 1 — e oder fiir R == R 1 -f e 
positiv, wo e eine geniigend kleine positive Zahl ist. Entsprechend hat 
dann die Gleichung (4), deren Diskriminante die Determinante in (6) ist, 
entweder fiir R — R ± — e oder fur R = R x -f e imaginare Wurzeln. Im 
ersten Falle ist R ± ein Minimum, im zweiten ein Maximum. Entsprechendes 
gilt fiir R z . 

4. Der Ausnahmefall [s. die Gleichungen (11)]. 

Aus (11) folgt 

(12) D = A£, D' = AF, D" = AG, 

d. h. die beiden Fundamentalformen unterscheiden sich nur durch einen 
Faktor A. Die Gleichung (9) fiir die Hauptrichtungen wird identisch erfullt, 
jede Richtung kann als Hauptrichtung angesehen werden. Nach (2) besitzen 
alle Normalschnitte dieselbe Kriimmung. Ein solcher Punkt der 
Flache heiBt Kreispunkt oder Nabelpunkt (umbilicus). Als Beispiel 
diene der Scheitel eines Drehparaboloids. Ein dreiachsiges Ellipsoid hat 
vier Kreispunkte; es sind die Beriihrungspunkte der Tangentialebenen 
parallel den Kreisschnitten (vgl. § 21, Indikatrix). Eine Kugel hat lauter 
Kreispunkte. Aus den Gleichungen (11) oder (12) bestimmen sich die 
Koordinaten u, v der Kreispunkte. Der allgemeine Fall wird der sein, daB 
sich eine endliche Anzahl von Wertepaaren u, v , also auch eine endliche 
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Anzahl von Kreispunkten ergibt. Es kann aber auch vorkommen, daB es 
eine Kurve auf der Fl&che gibt, deren statliche Punkte Kreispunkte sind; 
dies tritt z. B. ein, wenn die Gleichungen (11) einen gemeinsamen Faktor in 
(a, v) besitzen. Als Beispiel kdnnen die Rotationsflachen dienen. 1st ein 
Punkt eines Parallelkreises Kreispunkt, so sind es alle Punkte dieses Kreises. 


5. Die Eulersche Gleichung. 

Nehmen wir an, daB die Tangenten der Parameterkurven durch P die 
Hauptrichtungen sind; dann muB wegen der Orthogonalitat der Hauptrich¬ 
tungen F — 0 sein. Da weiter (9) durch du = 0 bzw. dv = 0 erflillt sein 
muB, so folgt mit F = 0, D' = 0. Aus (1) ergibt sich 
/jq v 1 ___ Ddu 2 -f- D"dv 2 

K * 7 T ~ Edu 2 +Gdv 2 ' 

Der Hauptrichtung dv — 0 mtige der Hauptkriimmungsradius R ly der 
Richtung du = 0 der Wert R 2 entspreclien; dann erhalt man aus (13) 

l D 1 Rr_ 

R x E ’ i{ 2 G * 

1st <p der Winkel, den die Fortschreitungsrichtung^- mit der Richtung 

v — const, (du = 0) bildet, so erhalt man aus den Formeln (24) und (25) 

71 

des § 17 Oder viel schneller aus der Fig. 17 S. 84 mit (o ■= ^ 


(14) 


(15) 


. , G (dvY 


Dividiert man Zahler und Nenner rechts in (13) mit dw 2 , so erhalt 
man mit Hilfe von (15) 


1 _ GD + ED" tg 2 <p _ GD cos 2 <p + ED" sin 2 <p _ D 


R EG + EG tg 2 <p 
oder nach (14) 

(16) 


EG 


= v, cos 2 <P -j- 


D' 


sm 3 ^, 


1 _ COS 2 (p 


sin 2 <p 


R R x ' R 2 ’ 
eine Beziehilng, welche die Eulersche Gleichung 1 ) heiBt. Die Formel 
gibt den Kriimmungsradius eines beliebigen Normalschnittes, wo <p der 
Winkel des Schnitts mit dem Hauptschnitt dv = 0 ist. Mit <p — 0, bzw. 

Auch folgt durch Differentiation 

1 " 1 1 

1 _1 X _x-_117_X _ f 


<p = ~ erhalt man die Werte 7 y bzw. . 
2 tt x R 2 


von (16) nach <p von neuem, daB — und 

R1 R*y 


extreme Werte fUr 


R 


dar- 


stellen. 

6. Das KriimmungsmaB und die mittlere Kriimmung. 

Aus (7) entnimmt man fur die symmetrischen Funktionen der Haupt- 


x ) „Recherches sur la courbure des surfaces* 6 . Hist, de TAcad. Berlin, 1760, 
p. 119—143. 


7* 
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kriimmungen 


JL JL 

Ri' R 2 


(17) 

(18) 


k = 


1 ^ 

rA 

i i 

* = *; + f 2 


DD" — D' 2 


EG-F* 

EB"—2FD ' + 6D 
EG - F 2 


(Kriimmungsmafi), 
(mittlere Kriimmung), 


welche als KrummungsmaB bzw. als mittlere Kriimmung bezeichnet 
werden. Da nun EG — F 2 > 0 ist, so folgt naeh § 19: 

In elliptischen Punkten ist k > 0, 
in hyperbolischen Punkten ist k < 0, 
in parabolischen Punkten ist A; = 0. 

Wie aus (17) hervorgeht, ist in einem parabolischen Punkt eine Haupt- 
krtimmung Null; andererseits hat sich in § 19 ergeben, daB es in einem para¬ 
bolischen Punkt nur eine Richtung gibt, fur die der Normalschnitt die Krum- 
mung Null besitzt. Jene Richtung ist also hier als die eine Hauptkrummungs- 
richtung anzusprechen, die andere steht auf ihr senkrecht. 


Wir kehren noch einmal zur Eulerschen Formel zuriick. Da R bei Ver- 
tauschung von <p mit — (p sich nicht andert, so besitzen Normalschnitte, 
die zu einem Hauptschnitt symmetrisch liegen, gleiche Kriimmung. Da 
im elliptischen Punkt die Krummungsmittelpunkte M Y , M 2 der Haupt- 
schnitte auf derselben Seite der Tangentialebene liegen und R nie Null werden 
kann, so durchwandert der Mittelpunkt des dem Winkel <p entsprechenden 
Normalschnitts, wenn <p sich andert, die endliche Strecke M 1 M 2 , beim 
hyperbolischen Punkt dagegen aus ahnlichen Griinden alle Punkte auBerhalb 

ilfj M 2 . Beim parabolischen, wo etwa T) = 0 ist, ersieht man das Ent- 

R2 

sprechende aus der Eulerschen Formel oder durch ahnliche Erwagungen wie 
oben. Wir bemerken noch, daB die Asymptotenrichtungen im hyperbo¬ 


lischen Punkt symmetrisch zu den Hauptrichtungen liegen, da mit 



aus (16) folgt 


(19) tg^ = ±|/-J?. 

Die Wurzel ist reell, da und R 2 entgegengesetztes Vorzeichen haben. 


7. Die Kriimmungslinien. 

Man gelangt noch durch eine andere Uberlegung zu den 
Hauptrichtungen und Hauptkriimmungsradien, indem man die 
Kurven auf der Flache aufsucht, langs deren die Flachen- 
normalen eine abwickelbare Flache bilden. 

Die Flachennormalen langs der Flachenkurve r (Fig. 20) mogen eine ab¬ 
wickelbare Flache mit der Ruckkehrkante /\ (§ 11) bilden, dann ist /\ eine Evo- 
lute von r (§ 13). r sei dadurch definiert, daB die Parameter w, v Funktionen 
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des Bogens s von 1V sind. 1st P(x, y, z) 
ein Punkt von /*, M(X , Y, Z) der zu- 
geordnete von J\, und ist PM — /?, 
so hat man 

(20) X = i + Y = y + bR, 
Z = z -f* c/?, 

und sieht geometrisch leicht, daB R der 
Krummungsradius des Normalschnitts 
in P ist, der durch das Linienelement 
von r geht, und M das zugehorige 
Krummungszentrum. Dies wird sich 
auch analytisch ergeben. Die Rich- 
tungskosinus der Tangente in M an r x 
. , dX dY dZ 



ds 1 ds' ds' an ' 

dererseits zu Ist also a ein Proportionalitatsfaktor, so hat man nach (20) 


dX _ 

_ dx 

+ a 

dR 

+ 

R 

da 

ds 

ds 

ds 

ds 

ii 

>i\ 
^ i 

= di i 

-f b 

dR 

+ 

R 

db 

ds 

ds 


ds 

ds 

dZ _ 

_ dz 

+ c 

dR 

+ 

R 

dc 

ds 

ds 

ds 

ds 


Multipliziert man hier mit a , b , c, addiert und beachtet, daB 

Za d f =0, Za d °- = 0 
ds ds 

ist, wobei die letzte Gleichung aus Za 2 = 1 folgt, so ergibt sich 



und jetzt aus (21), wenn von nun an DifFerentiale gebraucht werden, 

(22) dx + Rda = 0, dy -\- Rdb — 0, dz Rdc — 0, 
oder ausfiihrlicher geschrieben, 

(23) x u du + x v dv + R(a u du + a v dv) — 0 

und zwei entsprechende Gleichungen. Multipliziert man diese der Reihe 
nach mit x u ,y u ,z u und dann mit x v ,y vy z v , addiert jedesmal und beachtet 
§ 17, (7) und § 18, (2), so folgt 

Edu + Fdv — R(Ddu + D r dv) = 0, 

1 } Fdu + Gdv - R(D'da + D”dv) = 0. 

Das sind aber genau die Gleichungen (5). Eliminiert man wie oben 

einmal ^, dann R , so erh^ilt man einmal (7) und dann (8). Jedes Linien¬ 
element von r ist also eine Hauptrichtung auf der Flache. Die Gleichung 
(8) kann als Differentialgleichung fiir zwei Kurvensysteme angesehen werden, 
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welche als Krummungslinien bezeichnet werden. Durch jeden Flachen- 
punkt gehen zwei Krummungslinien, die aufeinander senkrecht stehen; die 
Tangenten sind die beiden Hauptrichtungen. Die Kurve F kann also ala 
Kriimmungslinie bezeichnet werden. 

Wir zeigen jetzt noch, daB 7 1 auch dann eine Kriimmungslinie ist, 
wenn die Flachennormalen langs JT einen Kegel oder Zylinder 
bilden. Aus dem Obigen folgt dies keineswegs. 

Fall des Kegels. Dann sind in (20) A, 7, Z Konstanten; durch 
Differentiation folgt 

. dx . dR , n da n 

<25) Ts + fl W + R Is = a 

Multipliziert man diese Gleichung und die entsprechenden mit a, b, c, so 
dR 

folgt, = 0 und dann wieder (22) und die daran geknlipften Folgerungen. 
ds 

Fall des Zylinders. Sind a, b , c langs jP konstant, so folgt 
a u du + a v dv = 0, b u du + b v dv = 0, c u du + c v dv = 0. 

Durch Multiplikation mit x u , y u , z u bzw. x v ,y v , z v und darauffolgende 
Addition folgt nach § 18, (2) 

Ddu + D'dv = 0, I)'du + D"dv — 0 , 


und (8) ist erfiillt. Da aus den letzten Gleichungen DD" — D' 2 — 0 folgt r 

so sind alle Punkte von r parabolische ^ ^ — oj. r ist als Orthogonaltrajek- 

torie der Zylindermantellinien eine ebene Kurve. Als Beispiel diene die am 
Ende von § 19 erwahnte Ringflache mit ihrem obersten und untersten Parallel- 

dx 1 

kreis. Auch hier gilt (22); + da = 0 ist namlich mit ^ = 0, a = const, 

erfiillt usw. Man hat also den 

Satz 1. Die Krummungslinien sind dadurch gekennzeichnet, dap die 
Flachennormalen langs einer solchen eine abwichelbare Flache bilden. Oder: 
Nur langs einer Hauptrichtung schneidet eine Fldchennormale die ndchstfolgende. 

Krummungslinien als Parameterkurven. Oft ist es geschickt, 
als Parameterkurven die Krummungslinien zu wahlen. Dann muB F — 0 
sein; soli dann (8) fur du — 0 bzw. dv — 0 erfiillt sein, so folgt D ' = 0. Also 
Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir , dap die 
Parameterkurven die Krummungslinien sind , ist F — D' — 0 (identisch). 

Fur die Hauptkriimmungshalbmesser /? 2 und B 2 hat man 
nach (14) dieWerte 


R l E ’ R 2 G 


§ 21. Schmiegungsparaboloid. Indikatrix. 

Fiir das Folgende nehmen wir eine besondere Lage des Koordinaten- 
systems an. Die o;y-Ebene sei die Tangentialebene in dem Fl&chenpunkt, 
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der zum Ursprung O gemacht wird. Die x - und y-Achse sollen die Haupt- 
richtungen in O angeben. Nach § 17, (19) ist, da c von Null verschieden ist, 
die Determinante 


Vu 

x v y v 


^ 0 > 


und die Flachengleichung kann nach § 16, (5) in der Form 

(1) 2 z = /(z, y) oder 

(2) x = u, y = v, 2z = /(w, v) 

angenommen werden, wobei fur u — 0, v = 0, z — 0 wird. Fur die Reihen- 
entwicklung von 2 z nach Potenzen von #, y kann man sofort die ersten Glieder 
angeben; es ist namlich: 

(3) 2 z = Dx* + D"y*+-.-. 

Dies ergibt sich aus der Formel (5) des § 18 


2 d = I) du 2 -j- 2 D' du dv -j- D” dv& -f- • * * ; 


denn nach dem Ergebnis am SchluB des § 20 ist in O die GroBe D' = 0, d ist 
= 2 , und statt du , dv kann man nach (1) und (2) x, y schreiben, wo x und y 
sehr klein sind. Fur die Hauptschnitte x = 0, y — 0 erhalt man nach (3) 

2z = Dx\ 2z = D’Y , 

also zwei Naherungsparabeln, deren Kriimmungsradien in O , namlich 

i 1 

_ — D = D" 
fix ’ Rz 

offenbar die beiden Hauptkriimmungsradien der Flache in O sind. Dies 
wiirden auch die im letzten Paragraphen entwickelten Formeln (26) ergeben. 
Nach (3) hat man also 


(4) 


2 2 = 


2 y 2 

+ k + 


fix 


Flir alle Fragen, wo gegen x 2 und y 2 die hoheren Potenzen der Reihen- 
entwicklung (4) vernachlassigt werden dlirfen, kann man nun an die Stelle 
der Flache im Ursprung die Naherungsflache 

(5) 


2z=— 

r, -r R 


Rl J *2 

setzen. Man nennt sie das Schmiegungsparaboloid; denn dieses Para¬ 
boloid besitzt dieselben Hauptschnitte wie die Flache und dieselben Hauptkriim- 
mungshalbmesser, darum haben nach dem Eulerschen Satz alle Normal- 
schnitte und nach dem Satz vonMeusnier alle schiefen Schnitte fur beide 
Flachen dieselbe Krummung. In einem elliptischen Punkt ist das Para¬ 
boloid ein elliptisches, in einem hyperbolischen, wo R x und i? a 
entgegengesetztes Zeichen haben, ein hyperbolisches Paraboloid. 

1 

I n einem parabolischen Flachenpunkt ist eine Hauptkrummung, etwa 

■“l 

gleich Null. Jetzt sind in der Reihenentwicklung (4) auch die weiteren 
Glieder zu beriicksichtigen. Kommt z. B. das Glied mit x 3 wirklich vor, 
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so h&tte man als Naherungsflache 

v 2 

(6) 2z= £- + xx 3 , 

n 2 

da alle anderen Glieder der Entwicklung rechts von hoherer Ordnung klein 
sind als die angegebenen. Die Fig. 21 zeigt das Bild dieser Flache. Der 



Fig. 21. 


Hauptschnitt y — 0 gibt eine kubische Parabel, die in O in der Tat, wie es 
sein muB, die Kriimmung Null hat. Die Tangentialebene schneidet aus 
der Naherungsflache eine Neilsche Parabel aus, die in O eine Spitze hat. 
Ygl. § 19 SchluB. 

Die Indikatrix von Dupin 1 ). Schneidet man die Flache mit einer 
Parallelebene zur Tangentialebene in dem kleinen Abstand e, so wird aus 
der Flache eine Kurve ausgeschnitten. Vernachlassigt man in (4) die hoheren 
Potenzen, so erhalt man als Naherungskurve fur die Projektion der Kurve 
in die Tangentialebene 

(-) *-£+£•—o- 

Diese Kurve heiBt die Dupinsche Indikatrix. Fiir einen elliptischen Punkt 
ist sie eine Ellipse, fiir einen hyperbolischen eine Hyperbel, daher die 
Namen. Die parabolischen Punkte lassen wir von jetzt ab bei Seite. Die Haupt- 
achsen geben die Richtung der Hauptschnitte, die Asymptoten im hyperbo¬ 
lischen Punkt die Asymptotenrichtungen. In einem Kreispunkt ist die 
Indikatrix ein Kreis. Fiir das dreiachsige Ellipsoid sind daher die Beriih- 
rungspunkte der Tangentialebenen die parallel zu den Kreisschnittebenen 
gehen, Kreispunkte. 

Die Richtungen von zwei konjugierten Durchmessern der Indikatrix 
heiBen konjugierte Richtungen. Die Hauptkriimmungsrichtungen sind 
daher zwei konjugierte Richtungen, die aufeinander senkrecht stehen. Die 
Asymptotenrichtungen sind zwei zusammenfallende konjugierte Richtungen, 
sie trennen jedes Paar von konjugierten Richtungen harmonisch. 

„D6veloppements de G6om6trie“, Paris 1813, p. 48 u. 147. 
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§ 22. Konjugierte Linien, Asymptotenlinien, Satze fiber Krummungs¬ 
linien. 

Wir wollen jetzt eine Definition der konjugierten Richtungen suchen, 
die unabhangig von der Indikatrix ist. In der Figur 22 ist das Schmiegungs- 
paraboloid mit einer Parallelebene zur Tangentialebene geschnitten; die 



Projektion der Schnittkurve in die xy-Ebene ware die Indikatrix. Durch die 
beiden konjugierten Durchmesser AC und BD sind die Normalschnitte AOC , 
BOB gelegt; die Tangenten in O an diese, namlich OA ', OB', sind dann der 
Definition gemaB konjugierte Richtungen. Die Tangentialebene in A an 
das Schmiegungsparaboloid enthalt die zu dem Durchmesser BD parailele 
Tangente AE und schneidet daher die Tangentialebene in O in einer zur 
Richtung OB' parallelen Geraden E'F'. Ist der Abstand der Parallelebene von 
der xy-Ebvne infinitesimal, so konnen OA und OB als zwei konjugierte 
Linienelemente angesehen werden und man hat dann folgende von der 
Indikatrix unabhangige Definition: 

Konjugiert heiBen zwei von einem Punkt ausgehende 
Linienelemente ds 1 und ds 2 einer Flache, wenn die Tangential- 
ebenen in den Endpunkten des einen Linien elements, etwa ds x , 
sich in einer Geraden schneiden, die parallel der Richtung des 
andern Linienelements ds 2 ist. 

Oder kiirzer: 

Die Tangentialebenen zweier Nachbarpunkte P und P* 
einer Flache schneiden sich in einer Geraden, deren Richtung 
zu PP' konjugiert ist. 

Anmerkung. In der Figur 22 ist noch die Flachennormale AN in A fiir 
das Schmiegungsparaboloid gezeichnet; sie liegt in der Ebene, die senkrecht zur 
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Tangente EF durch A gelegt wird. Diese Ebene ist parallel der s-Achse und ent- 
halt auch die Normale AN' des Kegelschnitts ABCD. AN' geht nur dann durch 
den Mittelpunkt des Kegelschnitts, wenn A ein Scheitel ist. Darum kann die Flachen- 
normale AN , die in der Ebene NAN' liegt, die z-Achse, d. h. die Normale in O nur 
dann schneiden, wenn A ein Scheitel, also OA' eine Hauptrichtung ist. Damit ist 
der Satz 1 in § 20 auch geometrisch einleuchtend. 

Um nun ein analytisches Kriterium fur das Konjugiertsein zweier Rich- 
tungen zu erhalten, denken wir uns eine Flachenkurve I\ die dadurch be- 
stimmt sei, daB w, v als Funktionen eines Parameters t gegeben sind. Die 
Tangentialebenen langs r bestimmen eine abwickelbare Flache, 
deren Erzeugenden in jedem Punkt P von r die zum Linien- 
element von r konjugierte Richtung anzeigen. Die Tangential- 
ebene in P hat die Gleichung 

(1) Z(X—x)a = 0. 

Differenziert man nach der Vorschrift von § 11 nach t> so kommt 
mit Beachtung von Zadx = 0 

( 2 ) X(X-x)^ t = 0 , 

und (1) und (2) stellen die durch P gehende Erzeugende, d. h. die zum Linien- 
element von r in P konjugierte Richtung dar. Diese Richtung sei durch 
die Differentiate dx 2 , dy 2 , dz 2 charakterisiert, dann ist 

(X — x) : (F — y) : (Z — z) = dx 2 : dy 2 : dz 2 , 
also nach (1) und (2) Zdadx 2 = 0 Oder 

(3) da 1 dx 2 + db x dy 2 + dc x dz 2 = 0, 

wenn die Tangente in P an T durch das System dx lf dydz x festgelegt wird. 
Nun ist 

diii — a u du x + a v dv 1? dx 2 — x u du 2 -f x v dv 2 ; 

man erhalt also nach (3) und § 18, (2) die in du x , dv x \ du 2 , dv 2 symmetrische 
Bedingung fur das Konjugiertsein zweier Richtungen 

(4) Ddu x du 2 + D / (du 1 dv 2 + du 2 dv x ) + D" dv x dv 2 — 0. 

Die linke Seite von (4) ist die Polarform der zweiten Fundamentalform. 
Ist auf der Flache durch die Differentialgleichung 

ein Kurvensystem gegeben, so kann man in (4) ^ durch F^u, v) ersetzen. 
du A 

Ldst man nach auf und laBt den Index weg, so erhalt man eine Diffe¬ 
rentialgleichung 

(6) g = F t (u, 

eines zweiten Kurvensystems, welches das zum System (5) konjugierte 
heiBt. Man faBt beide zusammen als ein System von konjugierten Linien: 
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Durch jeden Flfichenpunkt gehen zwei Kurven des Systems, und die Tan- 
genten an diese sind konjugiert. Aus den Ausfuhrungen oben folgt der 
Satz 1. Die Tangentialebenen langs einer Kurve r der einen Schar von 
konjugierten Linien erzeugen eine abwickelbare Fldche , deren Erzeugende die 
Tangenten der Kurven der anderen Schar in ihren Schnittpunkten mit JT sind . 

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft die 
Parameterkurven ein konjugiertes Kurvensystem bilden, ist , dafi D' fur alle 
Wertepaare u, v verschwindet . 

Denn (4) ist mit du x = du , dv x = 0; du 2 — 0, dv 2 — dv nur dann er- 
fiillt, wenn D' = 0 ist. 

Beispiel. Nach §18, (3) ist D' — 0, wenn x uv = y uv = z uv = 0 ist. Fur 
die durch die Gleichungen 

(7) *«*/,(«)+ 7,(1;); y = U 2 (u) + V 2 (v); z = U 3 (u) + V 3 (v) 
charakterisierten Flachen sind also die Parameterkurven konjugiert. Um 
die Natur dieser Flachen zu erkennen, seien u = w 0 , v — v 0 zwei beliebige 
Parameterkurven, die sich in einem Punkt P 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) schneiden, so daB also 

x 0 = U x (u 0 ) + Fi(v 0 ) 

usw. ist. Ferner sei Pj(x x , y x , «j) ein anderer Punkt der Parameterlinie v = v 0 , 
so daB also 

*i = + V 3 (v 0 ) 

usw. ist, dann haben die beiden durch P 0 und P l gehenden Parameterkurven 
u = konst, zu Gleichungen 

x = U^Uo) + Vj(v), y = U 3 (u„) + F 2 (d), z = U 3 (u 0 ) + V 3 (v), 
x=U 1 {u 1 ) + \\(v), y=U 3 ( «i) + Fg(»), z= + V 3 (v). 

Die zweite Kurve geht aber aus der ersten dadurch hervor, daB man 
die Koordinaten jedes Punktes der ersten Kurve beziiglich um 
CM«i) — U 2 (uj) — U 3 (u 0 ), — U 3 (u 0 ) 

oder um 


x i •> Vi Vo i *i -o 

vermehrt. Daraus folgt, daB die erste Kurve dadurch in die zweite iiber- 
gefiihrt wird, daB jeder Punkt der ersteren in der Riclitung P 0 P X um die 
Strecke P 0 P x verschoben wird. Die Flache kann also durch Translation 
der Kurve u — u 0 langs der Kurve v = v 0 erzeugt werden: aus diesem Grunde 
nennt man die Flachen mit den Gleichungen (7) Translationsflachen 
oder Schiebungsflachen. Natiirlich kann dieselbe Flache auch durch 
Translation der Kurve v — v 0 langs der Kurve u — u 0 erzeugt werden. Man 
sieht leicht, daB die in Satz 1 genannten abwickelbaren Flachen hier Zylinder 
sind. Als Beispiele konnen die Paraboloide dienen, wenn sie mit Parallel- 
ebenen zu den Symmetrieebenen geschnitten werden. Denn ihre Gleichungen 
lauten 

x = u, y = v, z — au 2 + fiv 2 . 
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Asymptotenlinien (Haupttangentenkurven). Jede Asymptoten- 
richtung ist nach §21 (SchluB) zu sich selbst konjugiert. In der Tat folgt 
aus (4) mit du x — du 2 = du , dv x = dv 2 = dv 

( 8 ) Ddu 3 4- 2 D'dudv + D" dv 2 = 0, 

also die bekannte Gleichung, welche die Asymptotenrichtungen bestimmt. 
Die Gleichung ( 8 ) kann als DifTerentialgleichung von zwei Kurvensystemen 
an gesehen werden, man nennt sie Asymptotenlinien: durch jeden hyper- 
bolischen Punkt gehen zwei, und die Tangenten dieser in dem Punkt geben die 
Asymptotenrichtungen an. Fur elliptisch gekriimmte Flachenpartien sind 
die Asymptotenlinen imaginar. 

Wenn die Asymptotenkurven Parameterkurven sind, so muB ( 8 ) sowohl 
fur du = 0, als fiir dv — 0 befriedigt sein, d. h. es mUssen D und D" identisch 
= 0 sein. Es gilt also 

Satz 3. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft die 
Parameterkurven Asymptotenlinien sind , ist D — 0, D" = 0 (identisch). 

Aus der Formel § 18, (14) 

.q. cos // _ Ddu 2 + 2D'dudv + D" dv 2 

r Edu 2 -f -2Fdudv 4 - Gdv 2 

folgt fiir eine Asymptotenlinie nach ( 8 ) 

( 10 ) - c ? s — = 0 . 

r 

Ist fiir die Asymptotenlinie liberall 1 : r = 0, so ist sie eine Gerade; 
umgekehrt ist jede Gerade (z. 11. die Erzeugenden einer Regelflache) einer 
Flache Asymptotenlinie auf der Flache. Ist aber fiir einen Punkt der 
Asymptotenlinie 1 : r 4 = 0, d. h. existiert die Schmiegungsebene, so folgt aus 
(10) cos H — 0, H — n : 2 und der 

Satz 4. Die Schmiegungsebene einer Asymptotenlinie (wenn die Ebene 
existiert) fdllt mit der Tangentialebene zusammen. 

KrUmmungslinien. Aus der SchluBbemerkung zu § 21 oder auch 
aus § 20 Satz 2 und Satz 2 dieses Paragraphen folgt, daB die Kriimmungs- 
linien konjugierte und orthogonale Linien bilden. Es ware auch 
gar nicht schwer, die DifTerentialgleichung der KrUmmungslinien dadurch zu 
gewinnen, daB man nach den Kurvensystemen fragt, die zugleich ortho¬ 
gonal und konjugiert sind. Wir gehen darauf nicht ein, sondern wollen jetzt 
noch einige die KrUmmungslinien betreffende Ergebnisse ableiten. 

1. Rotationsflachen. Auf einer Rotationsflaehe bilden die Meridiane 
das eine, die Parallelkreise das andere System von KrUmmungslinien; die 
zugehorigen abwickelbaren Flachen (§ 20, Satz 1) sind einerseits die Meridian- 
ebenen, andererseits die Kegel, welche von den liings eines Parallelkreises 
errichteten Flachennormalen gebildet werden. Daraus folgt, daB der eine 
Hauptkrummungshalbmesser R 1 der KrUmmungsradius des Meridians, der 
andere R 2 das Stuck der Normale bis zur Rotationsachse ist. Das Letztere 
folgt auch leicht aus dem Meusnierschen Satz. 
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2. Kugel und Ebene. Fur diese Flachen ist jede Kurve Kriimmungs- 
linie, da langs ihr die Flachennormalen Btets eine abwiekelbare Fl&che bilden. 
Jeder Punkt ist Kreispunkt. Umgekehrt wird sich in § 24 zeigen, daB die 
Flachen mit lauter Kreispunkten entweder Kugeln oder Ebenen sind. 

3. Abwiekelbare Flachen. Fur diese sind die Flachennormalen 
langs einer Erzeugenden parallel. Die eine Schar von Krummungslinien 
besteht also aus den Erzeugenden, die andere Schar aus den Orthogonal- 
trajektorien dieser, d. h. den Evolventen der Riickkehrkante, falls diese exi- 
stiert, wie bei den abwickelbaren Tangentenflachen. Die Erzeugende ist 
nun nicht bloB Kriimmungslinie, sondern nach dem oben Ausgefuhrten auch 
Asymptotenlinie. Alle Punkte sind daher parabolische, oder, das Kriim- 
mungsmaB ist in alien Punkten Null. Die abwickelbaren Flachen besitzen 
nur eine Schar von Asymptotenlinien, namlich die Erzeugenden, wie auch 
aus (8) mit DD" — D' 2 — 0 hervorgeht. Der BegrifT „konjugierte Richtung“ 
hat wegen des Fehlens der Indikatrix hier keine Bedeutung, weshalb auch 
in § 21 die parabolischen Punkte ausgeschlossen wurden. 

Wir wollen das in § 11 geometrisch bewiesene und soeben benutzte 
Ergebnis, wonach eine Tangentialebene einer abwickelbaren Tangentenflache 
diese langs einer Erzeugenden beriihrt, auch analytisch beweisen. Berechnet 
man a, b , c ftir die durch § 12, (4) definierte abwiekelbare Tangentenflache, 
so folgt 


a : b : c 


Xu 

X n 


y u 

Y„ Z„ 


vl 

r 


n , vm 

P + - T 



1 m n | 

\\» P y | 


A: fi: 


unabhangig von v, w. z. b. w. 


Satz von Bonnet 1 ). 1st die SchniUkurve zweier Flachen fiir jede von 
beiden eine Kriimmungslinic , so ist Icings derselben der Winkel beider Flachen 
konstant ; und umgekehrt: S.chneiden sich zwei Flachen allenthalben unler kon- 
stantem Winkel, und ist die SchniUkurve Kriimmungslinie fiir die eine Fldche , 
so ist sie es auch fiir die andere . 

Dies folgt unmittelbar aus § 13 Satz 2. Zum Beweis des direkten 
Satzes bedenke man nur, da(3 die Flachennormalen beider Flachen langs der 
Schnittkurve je eine abwiekelbare Flache bilden: die beiden Riickkehrkanten 
sind also Evoluten der Schnittkurve. Entsprechend ist es mit der Um- 
kehrung. (Vgl. auch § 37). 

Daraus folgt nach 2. der altere 

Satz von Joachimsthal 2 ). 1st eine Kriimmungslinie eben oder spha - 
risch, so schneidet ihre Ebene oder Kugel die Fldche iiber all unter konstanlem 
Winkel. Umgekehrt: Schneidet eine Ebene oder Kugel eine Fldche unter kon- 
stantem Winkel, so ist die Schnittkurve eine Kriimmungslinie der Fldche. 


„M6moire sur les surfaces etc.“, Journ. de l’^cole polyt., 35. cah. (1853). 
Vgl. auch O. Terquem, „Nouvelles Annales de math6matiques“ 9, 1852, S. 402.. 
*) Journ. f. Math., Bd. 30 (1846), S. 347. 
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Beispiel. In § 13 (SchluB) wurde bemerkt, daB bei einer Gesimsflache 
die Ebene einer Profilkurve die Flache allenthalben senkrecht schneidet. 
Folglich wird auf einer solchen Flache die eine Schar der Krummungslinien 
von den Profilkurven gebildet. Die andere Schar sind ihre Orthogonal- 
trajektorien, die Parallelkurven. Hierher gehOren die ROhrenfl&chen und 
Rotationsflachen (§ 13). 

§ 23. Rotationsflachen. Schraubenflachen. 

Wir wenden die bisherigen Ergebnisse auf zwei wichtige Flachengattungen, 
die Rotationsflachen und die Schraubenflachen an. 

Die Gleichungen einer Rotationsflache sind nach § 16, (19) 

(1) x = u cos t>, y = u sin v, z = f(u); 

die Parameterkurven u = const, sind die Parallelkreise, die Parameter- 
kurven v = const, die Meridiane. Aus (1) folgt 

x u = cos v , y u = sin v, z M = /'(u), 

x v — u sin v y y v = u cos v, z v = 0, 

(2) x uu = 0, y„„ = 0, =„„=/"(»), 

%uv = — sin v, y uv = cos v, z uv = 0, 

x vv = — u cos v , y vv = —u sin v , = 0. 

Hieraus ergeben sich nach § 17, (7) fur die FundamentalgroBen 
erster Ordnung die Werte 

(3) E = 1 + /'(a) 2 , F = 0, G = w 2 . 

Das Linienelement ds erhalt also die Form 

(4) ds 2 = {1 + f'(u)*}du 2 + u 2 dv 2 . 

Da F = 0 ist, sind die Parameterkurven aufeinander senkrecht. Nach 
§ 17, (9) ist ferner 

(5) A 2 = u 2 + u 2 /'(u) 2 . 

Fur die Richtungskosinus a, 6, c der Flachennormalen ergibt 
sich nach § 17, (19) 

(6) Aa = ucosvf'(u), Ab = — a sinv f'(u), Ac = u. 

Die FundamentalgroBen zweiter Ordnung sind nach § 18, (2) 

(7) AD = uf''(u ), D f = 0, AD" = w */'( w ). 

Aus den Gleichungen (6) folgt leicht der bekannte 

Satz 1. Auf jeder Rotationsflache fallt die Fldchennormale mit der Nor - 
malen der Meridiankurve zusammen . 

Da auBer F auch D' = 0 ist, so haben wir nach § 20, Satz 2 

Satz 2. Au/ jeder Rotationsflache sind die Meridiane und Parallel - 
kreise Krummungslinien. 

Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien lautet nach § 22, (8) 
fur unseren Fall 

(S) 


f"(u)du 2 + uf'(u)dv 2 = 0. 
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Sie ist durch eine Quadratur integrierbar in der Form 

(9) 




Es folgt 

Satz 3. Auf jeder Rotationsfldche ergibt sick die Gleichung der Asymptoten - 
linien durch eine Quadratur. 

Zur Bestimmung der Hauptkrlimmungsradien R t und R 2 konnen 
wir hier die Gleichungen § 20, (26) benutzen und erhalten 

i_'_/"(») i _ rw _ 

Hi 


( 10 ) 


{i + /'(»)*}•/. ’ r 2 u {i + m 2 } 1 '- ‘ 

Dabei ist R x der Hauptkrummungsradius flir die Hauptkriimmungs- 
richtung dv = 0 (Meridian); aus (10) folgt nun leicht (vgl. § 22) der 

Satz 4. Auf jeder Rotationsfldche ist der eine Hauptkrummungsradius 
gleich dem Kriimmungsradius der Meridiankurve , der andere gleich dem Stiick 
der Fldchennormale bis zur Rotationsachse. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die Formeln (10) flir die Aufgabe, 
eine Rotationsflache zu bestimmen, deren H auptkrlimmungsradien durch eine 
gegebene Relation von der Form F(R 1 , R 2 ) = 0 verbunden sind. Solche all- 
gemeinen Flachen, flir die eine derartige Beziehung besteht, sind von Wein- 
garten 1 ) genauer untersucht worden und heiCen daher Weingartensche 
Flachen, oder kurz TF-Flachen (Naheres Bd. II, § 9 IT.). Setzt man hier fur R x 
und # 2 aus (10) die Werte ein, so erhalt man durch Integration /(«) und damit 
nach (1) die Rotationsflache. Flir die Flachentheorie besonders wichtig sind 
folgende Falle: 

1 

1) tj-tj- = a 2 , wo a eine reelle Kon- 
Ri n 2 

stante ist. Wir haben hier Flachen von 
konstantem positivem K-rlimmungs- 
maB; unter ihnen befindet sich die Kugel 
vom Radius a. 


2 ) 


1 1 

JL 4- — o 

/?, + R a ’ 


d. h. eine Rota¬ 


tionsflache von konstanter mittlerer 
Kriimmung gleich Null (einesogenannte 
Minimalflache). Die Gleichungen (10) flihren 
leicht zur Kettenlinie als Meridiankurve. 

Die Fl£che heiBt daher das Katenoid. Es 
ist ja auch bekannt, daB das Stiick AC 
(Fig. 23) der Normalen einer Kettenlinie 
bis zur Basis CO absolut genommen gleich 
dem Kriimmungsradius AB ist, womit nach Satz 4 folgt, daB flir das Katenoid 
1 1 

1T + K ;-° ist - 





Fig. 23. 


2 ) Journ. f. Math. 59 (1863) und 62 (1863). 
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3) 


= — a 


, 2 . Essind dies Flachen von konstantem negativem 


R X R 2 

KriimmungsmaB. Die Meridiankurve einer solchen leitet sich leicht aus der 
Kettenlinie ab. 1st QR die Tangente in Q an die Kettenlinie, QS das Lot auf die 
Basis, und SP JL RQ , dann ist QP = arc DQ. Der Punkt P beschreibt daher 
eine Evolvente der Kettenlinie, welche Traktrix heiBt; das Stuck PS der 
Traktrixtangente zwischen Beriihrungspunkt und der Asymptote, welche 
die Basis der Kettenlinie ist, hat den konstanten Wert a = OD. Fur die 
Traktrix ist Q das Krummungszentrum zu P. Die Rotationsflache der Traktrix, 

Pseudosphiire genannt, hat das konstante KriimmungsmaB — ; denn 

die Hauptkrummungshalbmesser in P sind nach Satz 4 RP und PQ und da 
RP. PQ = PS 2 = a 2 ist, so folgt die Behauptung. Auf die Pseudosphare 
kommen wir in Bd. II, § 17 ausfiihrlich zuriick. 

Das Linienelement einer Rotationsflache erhalt eine besonders ein- 
fache und charakteristische Form, wenn als Parameter u der Bogen 
der Meridiankurve eingefiihrt wird. Sind 

(11) z = r(u) z = f(u) 

die Gleichungen der Meridiankurve in der xz-Ebene, wo also u der Bogen 
derselben ist, so ist, da dx 2 -f dz 2 — du 2 sein soil, 

( dr\ 2 


( 12 ) 


/dr\ 2 

\duj 


+ /'(«) 2 = I - 


1st v der Winkel, den ein beliebiger Meridian mit der ^s-Ebene macht, 
so lauten die Gleichungen der Rotationsflache 

(13) x = r cos v, y — r sin i;, z = f(u). 


Als Linienelement der Rotationsflache folgt hieraus 
(14) ds 2 — du 2 + r(w) 2 dv 2 . 

Hier ist also E — 1, F = 0, Greine Funktion von u. Dicse Form (14), 
die geometrisch unmittelbar klar ist, hatte man auch aus (4) dadurch 
erhalten konnen, daB man statt u einen neuen Parameter u x mittels der 
Gleichung [1 + /'(h) 2 ]^* du = du x eingefiihrt hatte. Umgekehrt gilt der 

Satz 5. Zu jedem Linienelement von der Form (14) lafh sich eine Rota- 
tionsfldche finden , der dieses Linienelement zuhommt. 


Denn in diesem Fall ist r(u) bekannt; aus (12) ergibt sich f(u) und aus 
(13) die Rotationsflache. 

Als zweites Beispiel behandeln wir die Schraubenflachen. Eine 
solche wird erzeugt, indem eine beliebige Kurve (im allgemeinen eine doppelt 
gekrummte) um eine Achse gedreht und gleichzeitig parallel dieser Achse 
verschoben wird, und zwar so, daB das Verhaltnis der Drehgeschwindigkeit 
zur Geschwindigkeit der Verschiebung konstant ist. Jeder Punkt der erzeu- 
genden Kurve beschreibt bei dieser Bewegung eine Schraubenlinie, und zwar 
haben alle diese Schraubenlinien die gleiche Achse und Ganghohe. Schneidet 
man die Schraubenflache mit einer durch die Schraubenachse gelegten Ebene, 
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soerhaltmaneineSchnittkurve, diewirdieMeridiankurvenennen. Esleuchtet 
ein, dafi samtliche Meridiankurven kongruent sind. Erteilt man einer solchen 
Meridiankurve dieselbe Schraubenbewegung, durch welche die Flache erzeugt 
wurde, so erzeugt die ebene Meridiankurve dieselbe Flache. Die allgemeinste 
Schraubenfl&che kann daher durch eine ebene Kurve (Meridiankurve) erzeugt 
werden, welche eine Schraubenbewegung um eine in ihrer Ebene liegende 
Gerade (Schraubenachse) ausfiihrt. 

Um die Gleichung einer solchen Flache aufzustellen, nehmen wir die 
z-Achse als Schraubenachse; ferner sei u der Abstand eines Punktes der Me¬ 
ridiankurve von der z-Achse; dann ist die Gleichung der Meridiankurve: 
z — <p(u). Sie liege zunachst in der xz-Ebene; dann wird sie bei Ausfuhrung 
der Schraubenbewegung um einen Winkel v um die z-Achse gedreht, und 
gleichzeitig um eine mit v proportionale GroBe a ■ v parallel der z-Achse ver- 
schoben; a ist nattirlich mit dem Richtungskosinus a nicht zu verwechseln. 
Die Koordinaten eines Punktes x , 2 /, z der neuen Lage der Meridiankurve 
sind dann 


(15) x = u cos v, y = u sin v , z = <p(u) 4- av. 

Die Gleichungen stellen die Gleichungen der Schrauben- 
flache in den Parametern m und v dar. Die Kurven u — const, sind 
Schraubenlinien, die Kurven v = const, die Meridiane. 1st a = 0, so geht 
die Schraubenbewegung in eine einfache Rotationsbewegung, die Schrauben- 
flache in eine Rotationsflache liber. Die Rotationsflachen konnen also als 
ein spezieller Fall der Schraubenflachen (Ganghohe — 0) aufgefaBt werden. 

Auf ganz entsprechende Weise wie bei den Rotationsflachen erhalt 
man bei den Schraubenflachen die sechs Fundamentalgrbflen. Es ergibt sich 

(16) E — 1 -f <p'(u ) 2 ; F = a<p'(u ); G — u 2 + a 2 ; 

== u 2 + a 2 + <p'(u) 2 ; 

AD — u<p"{u); AD' — a 2 ; AD" = u<p'(u ). 

Fur das Linienelement der Schraubenflachen erhalten wir also 


(17) ds 2 — {1 + <p'(u) 2 } du 2 -f 2a<p'(u) dudv -f* (u 2 + « 2 ) dv 2 . 

Wie bei den Rotationsflachen wollen wir auch hier dem Linienelement 
durch Einfiihrung eines neuen Parameters eine andere Form geben, die 
spater benutzt werden wird. Wir vereinigen zunachst die beiden letzten 
Glieder zu einem vollstandigen Quadrat, indem wir schreiben: 


(18) ds 2 = 


1 4- “ 2 7 / 1“) 2 
u 2 -f- 


*1] d.. + („. + + 


Wir setzen nun 


(19) 

oder nach v aufgelost 


mv 1 — v 4- a 


v — mv L — a 


/ 

/ 


<p'(u)du 
u 2 + a 2 ’ 

<p '(u)du 
u 2 4 - 


Xommerell, Baumkurven. I. 


8 
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Dabei bedeutet m eine Konstante. Setzt man diesen Wert von v in (15) 
ein, so erhalt man die Koordinaten x, y, z eines Punktes der Schraubenfl&che 
ausgedriickt durch die Parameter u und v v Das Linienelement der Fl&che 
nimmt dann nach (18) und (19) die Form an: 

(20) ds 2 = jl + du* + m 2 («* + a 2 ) dvj. 

Da hier der Koeffizient von dudv 1 verschwunden ist, so sind die neuen 
Parameterkurven u = const, und v l — const, nach § 17, Satz 1 aufeinander 
senkrecht, oder die Kurven v 1 = const, sind die Orthogonaltrajektorien der 
Schraubenlinien. Es folgt der 

Satz 6. Auf jeder Schraubenflache ergeben sick die Orthogonaltrajektorien 
der Schraubenlinien durch blope Quadratur. 

Wir werden spater (§ 36) die Gleichungen (14) und (20) benutzen, 
um zu zeigen, daB zu jeder Schraubenflache eine Rotationsflache existiert, 
auf die die Schraubenflache aufgewickelt werden kann wie ein Blatt Papier 
auf einen Kegel oder Zylinder. 


§ 24. Formeln fur die Flache z —f(x, y). Krummungslinien und Kreis- 

punkte. 

Fiir manche Untersuchungen ist es niitzlich, die Flache durch eine 
Gleichung von der Form 

(!) z = f(x, y) 

sich gegeben zu denken, die man durch 

( 2 ) x = u, y = v y z = /(w, v) 

auf die Parameterform bringt. Setzt man wie ublich zur Abkiirzung 


(3) 

p = 

dz 

dx 

1 

^icg 1 

ii 

J 

_ 0 2 S 

dx 2 

> 

S — 

d*z 

dx ay ' 

t 

so folgt 

aus (2) 









(4) 


i, 

x v 

= 0, 

x uu 

= 0, 

X uv 

= 0, 

X W 

= 0, 


0, 

y v 

= 1, 

y uu 

= 0, 

y vv 

= 0, 

y w 

= 0, 


*u = 

p, 

z v 

= ?. 

Z UU 

= r, 

Z uv 

— s, 

z vv 

= t. 


Nach den friiher entwickelten Formeln erhalt man nun aus (4) 
(5) E = 1 + p 2 , F — pq , G = 1 -f- q 2 - 

A = + Veg - F 2 = + )/{+ P^+Jk 
Fiir die Richtungskosinus a, b, c der Flachennormalen folgt 


(6) a = ——Z- P - , b = _J Zj__ 

+ Vl+p 2 +q* + Vl + p 2 + q 2 ’ 

_ 1 

+ Vi + p 2 -h q 2 


Weiter hat man 
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(7) 


( 8 ) 


D = 


+ |/1 + p 2 + q*' 
D" = 


D’ = 


+ Ki + p 2 + g 2 


Ki + p 2 + s* ’ 


1 , 1 _ r(l + q 2 ) + <(1 + p 2 ) — 2pqs 

D ' l> . . /~n —r ~-» 


/?! ‘ Ft 
k = 


+ /(I + p 2 + q 2 )* 

rt — s 2 


R t R 2 (1 + p 2 +q 2 ) 2 
Die Differentialgleichung der Krummungslinien ist 

(9) {(1 + p 2 ) s — pqr } dx 2 + {(1 + p 2 ) t — (1 + q 2 ) /•} dxdy 

+ {P <7* ~ (1 + ? 2 ) *} dy 2 = 0 

und die der Asymptotenkurven 

(10) rdx 2 + 2s dxdy + tdy 2 — 0. 

Wir beweisen nun mit Hilfe der entwickelten Formeln den 
Satz. Besitzt eine Fldche lauter Kreispunkte , so ist sie eine Ebene oder 
eine Kugel. 

Nach § 20, (12) ist in einem Kreispunkt 

D = XE, D f = XF, D" = XG 

oder 

(11) r = 1(1 + p 2 ), s = Xpq, t = A(1 + q 2 ), 

wo X ein Proportionalitatsfaktor ist. Durch eine leichte Rechnung bestatigt 
man, daB die Gleichungen 


?)-• *( 


d x \tfi + p 2 -f- q 1 

vermoge (11) erfiillt sind. Hieraus folgt 


]/l + p 2 +q 




( 12 ) 


= m. 


— <p(x), 


Vi + P 2 + f ' V~1 + P 2 + q l 

wo / nur von y, <p nur von x abhiingt. Differenziert man die erste Gleichung 
partiell nach y, die zweite nach x, so zeigt sich, daB vermoge (11) 

f'(y) = <p’(x) 

also 


(13) 


f(y) 


<p'(x) = -L 


ist, wo R eine Konstante ist; denn x und y sind unabhangige Variable. Aus 
(13) folgt 


(14) 
,b Kc 

(15) 


m 


_ y_ 


q>(x) = 


R ’ ' R ’ 

wo a, b Konstante sind. Lost man (12) nach p und q auf, so folgt 

v _„ __ L 


p = 


Vi - f l - y- 


q = 


Vi - f - <r 


8* 
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wo bei den Wurzeln beidemal dasselbe Vorzeichen zu nehmen ist. 1st in (13) 

die Konstante — = 0, so sind / und <p Konstante, und darum nach (15) auch. 
R 

p und q, und aus 

(16) dz — pdx+qdy 

folgt, dafi z lineare Funktion von x , y ist, also eine Ebene vorliegt. 

1st A =f=0, so folgt aus (14) — (16) 

R 

, _ (x — a) dx + (y — *>) dy 
]/R 2 — (x — a) 2 — (y — b) 2 ’ 

oder 

z — c = — ]/R 2 — (x — a) 2 — (y — b ) 2 , 
wo c eine Konstante ist. Hieraus ergibt sich endlich 

(x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 = /? 2 , 
d. h. die Flache ist eine Kugel. Der Satz ist damit bewiesen. 

Verhalten der Krummungslinien in einem Kreispunkt. 
Wir benutzen die abgeleiteten Formeln noch dazu, das Verhalten der Krum¬ 
mungslinien in einem Kreispunkt zu untersuchen. Fur einen solchen ist da& 
Schmiegungsparaboloid ein Rotationsparaboloid, und man hat daher nach 
§ 21 eine Entwicklung der Form 

(17) z — A(x 2 +y 2 ) + (Bx 3 -\-Cx 2 y + Dxy 2 + Ey 3 ) + + Gx z y 4-; 

die beiden Hauptkrtimmungshalbmesser, uberhaupt die Kriimmungshalb- 
messer aller Normalschnitte sind einander gleich; insbesondere verschwinden 
in (9) wegen (11) fur einen Kreispunkt die Koeffizienten von dx 2 , dxdy und 
dy 2 , d. h. die Differentialgleichung der Krummungslinien wird identisch erfiillt. 
Beriicksichtigt man in (17) nur die quadratischen Glieder in x und y, so schnei- 
den alle Nachbarnormalen die Ausgangsnormale (z-Achse), und darum kann 
nach § 20 jede Fortschreitungsrichtung aus O als Hauptrichtung angesehen 
werden, was sich analytisch eben dadurch aufiert, daB dieDifferentialgleichung der 
Krummungslinien identisch erfiillt wird. Zieht man aber in (17) auch noch 
die Glieder dritter Ordnung in Betracht, sp ist zu erwarten, daB man gewisse 
vom Ursprung ausgehende Fiachenrichtungen erhalt, fiir die der kiirzeste 
Abstand der Nachbarnormalen von der z-Achse in hoherem Grade klein 
wird, als fiir die iibrigen der z-Achse benachbarten Normalen. Diese aus- 
gezeichneten Richtungen konnen jetzt im Ursprung als die Hauptkrummungs- 
richtungen angesehen werden. Dadurch wird die urspriingliche Definition 
der Hauptrichtungen so erweitert, dafi sie auch die alte Definition umfafit und 
doch fiir die Kreispunkte die Unbestimmtheit aufhebt. 

Als Bedingung dafiir, daB die Normale im Punkt ( x , y , z) die z-Achse 
schneidet, folgt aus (6) 

(18) 


py — qx — 0. 
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Nach (17) erhalt man so 

(19) Cx* + (2D - 3 B)x 2 y + (3E - 2 C)xy 2 - Dy 3 + • • • = 0, 

wodurch eine durch O gehende Flachenkurve bestimmt ist, fiir deren Punkte 
die Normalen der Flache die z-Achse treffen. Die Tangentenrichtungen dieser 
Kurve im Ursprung ergeben sich aus 

(20) Cx 3 + (2D — 3 B)x 2 y + (3 E — 2 C)xy 2 - Zfy 3 = 0. 

Durch O gehen also, wenn B, C , Z), E nicht alle gleich Null sind, drei Haupt- 
richtungen, also drei Krummungslinien. 

Anmerkung. Ware der Ursprung kein Kreispunkt, so hatte man statt (17) 
(17a) z = (A 1 x 2 + A % y a ) -f ( Bx 3 • • • ) -f • • • , 

und statt (19) hatte man erhalten 

2 (A % — A t ) xy + Cx 3 + (2 D — 3 B) x 2 i/ + {ZE — 2C) xy* — Dy 3 H-=0; 

die Kurve hatte im Ursprung nur einen Doppelpunkt mit den Tangenten x = 0 
und y — 0, d. h. den Hauptrichtungen im engeren Sinn. Fiir A x = A 2 = A erhalt 
man wieder (19). 

1st A l = A % = 0, so hat man eine Entwicklung von der Form 
(17 b) z = Bx* + Cx 2 y + Dxy 2 -\- Ey 3 H- Fx* + Gx?y 

Es liegt dann der am Anfang von § 19 erwahnte Fall vor: fur O ist namlich 
jetzt r — s — t — 0 und darum nach (7) D-D' — D " = 0. Die DifTerential- 
gleichung (10) der Asymptotenkurven wird fiir O identisch erfiillt. Wahrend fiir 
(17 a) die Asymptotenrichtungen durch 

A t x 2 -f- A t y 2 = 0 

gegeben sind, so konnte man jetzt unter Erweiterung der Definition (wie oben) 
als Asymptotenrichtungen in O die durch die Gleichung 
Bx 3 + Cx 2 y + Dxy 2 + Ey 3 = 0 

defmierten drei Richtungen ansprechen. Fiir einen Nachbarpunkt P* von O 
auf einer dieser Richtungen wird der Abstand z des Punktes P r von der Tangential- 
ebene (z = 0) in O von hoherer als der dritten Ordnung klein, wahrend fiir die 
Entwicklung (17 a) dieser Abstand fiir eine Asymptotenrichtung ( A x x x + A t y 2 = 0) 
im allgemeinen von der dritten Ordnung klein ist. 

Die drei durch den Kreispunkt gehenden Hauptrichtungen kdnnen 
reell und verschieden sein, oder eine ist reell, die zwei anderen imaginar, wie 
z, B. bei den Kreispunkten des Ellipsoids, oder eine ist reell, die zwei andern 
reel! aber zusammenfallend, oder endlich alle drei sind zusammenfallend. 
Fiir die Flache dritter Ordnung mit der Gleichung 

z = A (x 2 + y 2 ) + Bx 3 -f- Cx 2 y + Dxy 2 + Ey 3 
sind z. B. durch die Gleichung (20) drei Ebenen 

y _ X x x = 0, y — = 0, y — k 3 x = 0 

durch die z-Achse bestimmt, welche aus der Flache drei durch den Kreispunkt 
gehende Krummungslinien ausschneiden; diese Kurven sind Krummungs¬ 
linien, weil die Fl&chennormalen l&ngs dieser (ebenen) Kurven alle die z-Achse 
und darum auch einander treffen. Durch geeignete Verfugung liber die Kon- 
stanten B, C , D , E kann man die erw&hnten Moglichkeiten hervorbringen. 
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Zum allgemeinen Fall zuriickkehrend bemerken wir, daB ©s vorkommen 
kann, daB in einem Kreispunkt B = C = D = E = 0 ist. Man hfitte nun die 
GJieder vierter Ordnung heranzuziehen und wiirde erkennen, daB es auch 
Kreispunkte geben kann, durch die mehr als drei Kriimmungslinien hin- 
durchgehen. Ja, es gibt Kreispunkte, durch die unendlich viele Kriimmungs- 
linien gehen. LaBt man z. B. eine ebene Kurve um eine ihrer Normalen 
rotieren, so ist der betreffende Punkt flir die entsprechende Rotationsflache 
ein derartiger Punkt; es gehen unendlich viele Meridiane durch ihn hin- 
durch. Die Gleichung (18) ist fur alle Werte x, y befriedigt, da das allgemeine 
Integral der partiellen DifTerentialgleichung (18) z = f(x 2 + y 2 ) ist, also eine 
Rotationsflache darstellt. 

Flir das System der Kriimmungslinien sind die Kreispunkte insofern 
singulare Punkte, als durch einen solchen mehr als zwei Linien des Systems 
hindurchgehen konnen. Man vergleiche in dieser Beziehung die beiden Kurven- 
systeme der Ebene 

x — y 2 ~ const., x 2 — y 2 = const. 

Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei Kurven (von jedem System 
eine), und jedem Punkt der Ebene sind somit zwei Richtungen — die Tangenten 
der Systemkurven — zugeordnet, nur im Ursprung sind drei Richtungen 
vorhanden, weil hier eine der Systemkurven zerfallt. 


§ 25. Die Formeln von Weingarten nnd Rodrigues. 


Mittels der FundamentalgroBen erster und zweiter Ordnung E, F , G 
und D, D\ D" lassen sich wichtige Beziehungen zwischen den 
Ableitungen von «, b , c und von x, y , z nach u und v in besonders einfacher 
Weise darstellen. Es ist nach § 18, (2) 

•^u^u ~ I - Vu^u “l - -u Cu == D, 

(1) “P Vv^U “f" ' S=Z D , 

a a u + b b u + c c u = 0. 

Diese Gleichungen sind linear in a u , ^ M , c u ; lost man sie nach einer dieser 
drei GroBen, z. B. nach a u auf, so ergibt sich 

/ox _ _ Djbzy — cy v ) — D'(bz u — cy u ) 


Nun ist, wie aus § 17, (19) folgt, 
bz u — cy u = 


(3) 


bz v — cy v = 


EXy — F x u 
F Xy G Xu 


nebst zwei weiteren Paaren von Gleichungen, die man durch zyklische Ver- 
tauschungen von x , y , z und a, 6, c erhalt. 

Setzt man in (2) flir die Koeffizienten von D und D' die in (3) stehenden 
Ausdriicke ein, so erhalt man a u durch x u und x v ausgedriickt. Ebenso kann 
man durch eine entsprechende Rechnung mit Benutzung der GroBen D' und D" 
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auch a v durch x u und x v ausdrucken. Die Gleichungen fur die partiellen Ab- 
leitungen von b und c nach u und v ergeben sich dann durch zyklische Ver- 
tauschung. Als Koeffizienten treten hierbei vier Kombinationen der sechs 
FundamentalgroBen auf, fiir welche wir folgende Abkiirzungen einfiihren: 


/I- - 

FD’ - GD 

FD 

- ED' 


A* 

°i - 

A 2 


FD" - GD' 

FD' 

- ED" 

(?£ = 


rt — 


A 1 

°2- 

J 2 


Die Gleichungen lauten dann 

a u ~ Qi^u "i" &ib u = QiVu “i" GiVvi c u ~ Qi z u "f" 

“h ^2^? b v = QzVu = H” ^2 V 

Diese wichtigen Gleichungen, die oft benutzt werden, verdankt man 
Weingarten 1 ). Nimmt man die Kriimmungslinien als Parameterkurven, 
setzt also 


F = 0, Jr = 0, 

so folgt aus (4) und § 20, (26) 

n a 

°i = 0 , 


_ D _ 1 
Ql ~E JR 1 ’ 


o 2 — 0 , 


D" 

~G 


* 1 ’ 


und jetzt aus (5) 

( 6 ) 


Diese Formeln, die auch aus § 20, (22) folgen, heiBen die Formeln 
von Rodrigues 2 ). 


(I-U - 

Xu 

~ ft A 

bu = 

Vu 

ft A 

<?!a^ 

1 

II 

.3 

a v = 

x v 
ft A 

b v = 

Vv 

ft A 



§ 26. Die Symbole von Christoffel und die Formeln von Gaufi. 

Christoffel hat in einer wichtigen Arbeit, von der spater (§35) die 
Rede sein wird, gewisse Symbole eingefiihrt, die in anderer Bezeichnung schon 
bei GauB vorkommen. An und fiir sich kommt man in der Flachentheorie 
mit der GauBschen Bezeichnungsweise aus; da aber die Drei-Indizes-Symbole 
von Christoffel auch in anderen Gebieten wie Tensorrechnung und Relativitats- 
theorie auftreten und dort mit Vorteil verwendet werden, so sollen beide 
Bezeichnungsweisen benutzt werden. 

Die FlSche sei durch die Gleichungen 

(i) Vi = yAx 1 , * 2 ), Vi = yA xl > * 2 ), y» — yA* 1 , **) 

gegeben, so daB also statt x , y , 2 , h, v der Reihe nach y ly y z , y 3 , x 1 , x 2 , gesetzt 
ist. Setzt man 

*) Journ. f. Math. Bd. 59, S. 382 (1861). 

a ) Correspond, sur l’^cole polyt. Bd. Ill, S. 162 (1815). 
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so erhalt man fiir das Linienelement 

ds 2 == a^dx 1 ) 2 + 2# i2 dx 1 dx 2 -f- a 22 {dx 2 ) 2 = a ik dx i dx k , 

wobei nach der Einsteinschen Vorschrift iiber einen Index wie i, k , der zweimal 
vorkommt, von 1 — 2 zu summieren ist. Das Folgende gilt auch, wenn der 
Index von 1 bis n lauft. Es ist also 


(3) 

Wir setzen 

(4) 


#11 — E , #12 — F , #22 — O. 


a — 


#u # 12 
#21 #2* 


= A 2 — EG — F 2 . 


Im folgenden treten noch die Elemente der zu (4) reziproken Deter- 
minante auf, d. h. die Unterdeterminanten von (4) geteilt durch #. Ist also 
A& die Unterdeterminante von a ik in (4), so setzen wir 

(5) = — . 

a 

Es ist also 


( 6 ) 


i711 = “22 = 


EG - F 2 ’ 


#12 = #2! = — “1* = _ 
a 

-99 #11 E 


EG — F 2 7 


EG - F 2 ' 


Mit Beachtung der Summationsvorschrift folgt aus (5), wenn A entweder 1 
Oder 2 bedeutet, 


(7) 

aaa ik = 

awAit _ ^ 
a 

(8) 

<55 = 0 

fiir /c 4= A. 

<55=1 

fiir /c = A 


ist. 

Im folgenden treten ofters Summen von der Form 

V7 dy< 

dx^dx? dx* 

auf, wo a, y die Zahlen 1 Oder 2 bzw. 1, 2,... /& bedeuten; sie konnen 
durch die a i1e und ihre Ableitungen nach x\ x 2 dargestellt werden. Es ist 
namlich 

V7 tyi _ y d I fyi dyA _ y, 8y< 

0£* ^ dx& ydoc* dx? ) ' dx*dxP dx? ’ 

y 3 2 j/t __ y 3 / dy»- \ _ y d 2 dyj 

^ dx?dxv dx 9 " 0£>' \0ar* 0^/ ^ Sr* for dx$ ’ 

woraus durch Addition folgt 
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y> d*y< 3y» _ _1 yr (d]h jtyA , _3_ 3&\ _ 

dx& dx? dx* 2 ^ Veto* 3^/ *” \0#* dx?) dx* \ dx? da?) J 

und jetzt nach (2) 

/g \ V7 9 2 y» = _1 [ da«y , da«/) _ 3 o£v 1 = f/Sy] 

1 ^ 0a;/ 3 0a? 0a?* 2 [ dx* 0a? eta* J L * J 

Die GrtfBen heiBen die Christoffelschen Dreiindizes-Sym 

bole erster Art; sie sind symmetrisch in ft, y, so daB 

[ 5 ] - Kf ] 


( 10 ) 


(ii) 


( 12 ) 


m 4 . r*yl 

UJ UJ‘ 


ist. Addiert man zu (9) die Gleichung, die sich aus ihr durch Vertauschung 
von oc und /? ergibt, so folgt 

jw = r Pv\ 

dxy 

Die Christoffelschen Symbole der zweiten Art werden de- 
finiert durch 

Multipliziert man hier mit a^ und summiert nach A, so folgt nach (7) 

also nach (8) 


(13) 


[*]-«[»] 


Ableitung der Determinante a nach x x . Die Ableitung von 
a nach x x ist eine Summe von n Determinanten (hier n — 2). Die ^w-te Deter¬ 
minante ergibt sich aus a dadurch, daB man in der fi- ten Spalte die Elemente 
durch ihre Ableitungen nach x x ersetzt. Entwickelt man diese Determinante 
nach den Elementen der ^a-ten Spalte, so erhalt man nach (5) 

wo nur iiber zu summieren ist. Summiert man auch liber fi, so erhalt man 

0# 0a<x« 

dx* ~~ dx x a a ' 

wo jetzt liber a und ju zu summieren ist. Dividiert man durch a und 
beachtet (11), so folgt 

dlga 


oder nach (12) 


d\ga _ f«A) , f/iA) 

a** “Wl/J’ 


wo in dem ersten Symbol iiber tx, im zweiten iiber fx zu summieren ist; beides 
gibt dasselbe, so daB 
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dig \/ a 
dx 1 


={*«} 


Einfiihrung der aJten Bezeichnung und der Bezeichnung 
von GauB. 

Bei GauB sind die eckigen Symbole mit m, n\ mn'\ m ", n " 
die geschweiften „ „ /?, q\ p', q'\ p'\ q" 

bezeichnet. 

Es ist nun, wie man nach (9) leicht nachrechnet, 


(15) m' 


TYl | 1 | ^ U ^ XuU » 


— 2 ^ V — ^Xuv X u , 


n — — F u ^ '*' uu ^ v 9 

, [ 12 ] 1 ^ v 

n = I 0 = -FT = ZXuvXv, 

L Z J 


m" = . = -- G u =ZxvvX u . n"= hr — : G* = Ix vv x v . 


Aus (11) folgt 
= 2 


= 2 f? 


(/u — 2 


G v = 2 


Die Gleichungen (12) lauten 

, 17i 11J 1 2 1 _ L 2 J i J 

'’ \ 1J EG — F* .’ \ 2 J ~~EG-F** ’ 

lie Gleichungen (13) 

,18) [*>’)-*{?} + *{*}, [2 , ]-- F {'?’} + G {2'}- 


und die Gleichungen (13) 


Setzt man aus (15) die eckigen Symbole in (17) ein, so ergibt sich: 


_ ril) _ GE U - 2 FFu + FE v 
P 1J 2 (EG -F 2 ) 

.m _ fl21 GE, - FGu 

’ P \1J 2 (EG-F 2 )’ 


=m=~ 

, _ /12\ EG U - 
12 J 2 (EG 


— FEu ~j~ 2 FFu — EEy 
2 (EG — F 2 ) — 

EG U - FE V 
2 (EG - F 2 ) J 


"■=m= 


FG V + 2GF, - GGu „ _ f221 _ EG V - 2 FF V + FG„ 


2 (EG - F 2 ) ’ 9 


{?}= £ r 


2(£G - F 2 ) 


Endlich folgt aus (14) 

d\gA_ = fH 
mi 014 1 1 

i0 aigj ri 2 

0t» 1 1 


={M=^ 
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Die Formeln von GauB. 

Nach § 18, (2) ist 

(21) Xax uu = D, Xax uv = D\ Xax vv = D' / ; 


die erste dieser Gleichungen zusammen mit den ersten Gleichungen (15) 
stellen drei lineare Gleichungen in x uu , y uu , z uu dar, lost man sie nach diesen 
Grofien auf und verfahrt entsprechend mit den zweiten und dritten Gleichungen 
in (15) und (21), so erhalt man die Gleichungen von GauB *) 


( 22 ) 



x v 4- Da — px u ~h + Da, 
x v + D'a — p'x u + <7% + D'a, 
x v + D"a — p"x u + q"x v + D"a; 


hierzu treten zwei weitere Gruppen von je drei Gleichungen, die man erhalt, 
wenn man x und a mit y und b, bzw. mit z und c vertauscht. Man erkennt 
leicht, daB diese Gleichungen richtig sind. Multipliziert man z. B. die erste 
Gleichung (22) mit a und addiert die entsprechenden, so erhalt man, weil 
Xax v = Xax v = 0 ist, dio erste Gleichung (21). Multipliziert man aber die 
erste Gleichung (22) mit x u (bzw. x v ) und summiert wieder, so erhalt man 
wegen (18) die beiden ersten Gleichungen (15). Entsprechend kann man 
mit den andern Gleichungen (22) verfahren. 

Anmerkung. Vertauscht man in den bisher eingefiihrten Bezeichnungen 
u und v , so gehen die GroBen 

E,F,G\ D } D' D"\ m, m', m" ; p,p\p"\ Qx,o x \ 

bezuglich iiber in 

C,F t E; D",D\D; n\n\n\ q\q,q\ o z , g x ; 
und umgekehrt. 


§ 27. Die spharische Abbiidung von GauB. Ebenenkoordinaten. 

Wie die Kurven, so kann man auch eine Flache nach GauB durch ihre 
Normalen spharisch auf die Einheitskugel abbilden: Man ziehe durch den 
Mittelpunkt O der Einheitskugel, der zugleich Koordinatenursprung sein soil, 
die Parallele zur positiven Normalan in P, dann heiBt der DurchstoBungs- 
punkt P 0 mit der Kugel das spharische Bild von P. Sind A”, F, Z die 
Koordinaten von P 0 , so hat man 

(1) X = a, Y = b, Z — c, 

wo a, ft, c nach § 17, (19) als Funktion von u , v gegeben sind. In (1) hat man 
eine Parameterdarstellung der Bildkugel, falls die in § 16 geforderte Bedingung 
erfullt ist, was wir nun zuerst untersuchen. 

Aus den Formeln von Weingarten § 25, (5) folgt nach (1) 


J ) Disquis. gener. circa superficies curvas 1827. 
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Y u Z u 


II 

"7 

Vu Z u 

. 


Y v Z, 


K Cv\ 

Vv Z .l 


02 °2 


dabei ist 


01 0*2 

l 

02 a 2 

A* 


FD' - GD 
FD - ED' 


FD" — GD' 
FD ' - ED" 


(EG - F 2 ) (DD" - D' 2 ) 
J 4 

_ DD" - Z)' 2 
EG — F 2 


wo k das KriimmungsmaB bedeutet. Man hat also 


(2) Y * Z « — — k(y u z v z u y v ), ^v,X v X U Z V — k(z u x v x u z v ), 

v ' A' w r„ - F tt X* = k(x u y v - y u x v ). 


In § 16 wurde nun vorausgesetzt, daB bei den in Betracht gezogenen 
Flachenpunkten keine zwei der rechts in (2) stehendenKlammern verschwinden. 
Dasselbe ist fur die links stehenden Ausdriicke zu fordern, d. h. es ist k =f= 0 
vorauszusetzen. Damit schlieBen wir die parabolischen Punkte aus, betrachten 
also bei der spharischen Abbildung nur Gebilde mit lauter elliptischen oder 
lauter hyperbolischen Punkten. Insbesondere sind die Fiachen von konstantem 
Kriimmungsmafl k = 0 ausgeschlossen. In § 22, (3), S. 109 haben wir gesehen, 
daB fur die abwickelbaren Fiachen k = 0 ist; umgekehrt wird sich zeigen, daB 
durch k = 0 die abwickelbaren Fiachen charakterisiert sind. DaB fur diese 
die spharische Abbildung nicht in Frage komrat, sieht man nach § 22 auch 
leicht geometrisch ein; denn die abwickelbaren Fiachen besitzen nicht oo 2 
Tangentialebenen wie die allgemeinen Fiachen, sondern nur oo 1 , da ja die 
Normalen langs einer Erzeugenden alle parallel sind. Jede Erzeugende hat 
daher als Bild auf der Kugel nicht eine Kurve, sondern einen Punkt, und das 
Bild eines Flachenstucks ware eine Kurve und keine Fiache. 

1. Das Linienelement der Bildkugei. 

Man hat 

(3) ds 2 = dX 2 +dY 2 - P dZ 2 = E 0 du 2 + 2 F 0 dudv 4- G 0 dv 2 . 

Dabei sollen alle GrtiBen, die sich auf die Bildkugei beziehen, mit dem 
Index Null versehen werden. 

Aus den Formeln von Weingarten §25, (5) folgt nach leichter Rechnung 

(4) E 0 = EX 2 = hD -kE, Fj> *= EX U X V = hD' - kF, 

G 0 = EX 2 = hD" - kG , 

(5) dsl = hL-kds 2 , 

dabei ist h die mittlere Kriimmung, L die zweite Fundamentalform. Weiter 
hat man 


A 2 = E 0 Gi - F% = h 2 (DD" - D' 2 ) - hk(ED" — 2 FD' + GD) 

+ k 2 (EG - F 2 ) 


und nach § 20, (17) und (18) 


A% = h 2 kA 2 - h 2 kA 2 + k 2 A 2 = k 2 AK 
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Da nun nach § 17, (10) fur jede Fl&che A positiv sein sollte, so mufl 
auch A 0 positiv sein. Es ist also 

(6) A 0 = ekA, 

wo hier wie im folgenden 

e = -f 1 ist fur elliptische Punkte (k > 0), 
e — — 1 ist fur hyperbolische Punkte (k < 0). 

2. Die Kugelnormale. 

Sind a 0y b 0 , c 0 die Richtungskosinus der positiven Kugelnormale, 
so hat man nach § 17, (19) 

(7) (IqAq — Y U Z V Z U Y V1 

also nach (2) und (6) 

(8) a 0 — ea — eX, b 0 — eb — eY, c 0 = ec — eZ. 

Fiir elliptische Punkte (e = + l) weist also die positive 
Kugelnormale nach auBen, fur hyperbolische nach innen. 

Anmerkung. Um diesen Unterschied geometrisch erfassen zu konnen, 
muB man sich an die Festsetzungen beziiglich der positiven Flachennormalen in 
§ 17 erinnern. Stellt man sich in die positive Normale des Flachenpunkts P und 
sieht in der positiven Richtung der Parameterkurve v — const., so liegt nach § 17 
die positive Richtung der Parameterkurve u = const, zur Linken. Jetzt bilde man 
P und die beiden durch P gehenden Parameterkurven dadurch auf die Bildkugel 
ab, daB man durch den Mittelpunkt dieser die Parallelen zu den positiven Rich- 
tungen der langs der Kurven u — const, und v — const, konstruierten Flachen¬ 
normalen zieht und die DurchstoBungspunkte mit der Kugel ermittelt. Man erhalt 
als Bild von P einen Punkt P 0 und als Bild der beiden durch P gehenden Parameter¬ 
kurven zwei Kugelkurven durch P 0 . Jetzt stelle sich der Beobachter auf das 
AuBere der Bildkugel und schaue wieder in der Richtung der Kugelkurve v = const., 
dann liegt die Kugelkurve u — const, zu seiner Linken oder Rechten, je nachdem 
P ein elliptischer oder hyperbolischer Punkt ist. Die Figuren 24—27 sollen dies 



Fig. 24. Fig. 26. Fig. 26. Fig. 27* 
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noch naher beleuchten. Es sei (Fig. 24) ABCD ein kleines Flachenstuckchen in 
der Umgebung eines elliptischen Punktes P , und zwar seien AC und BD die Bogen- 
elemente der durch P gehenden Krummungslinien, M x und M % die beiden Kriim- 
mungsmittelpunkte; die spharischen Bilder der Punkte ABCD ergeben sit h dann, in- 
dem man zu M 1 A,M 1 C t M t B , M 2 D durch den Ursprung (M 0 in Fig. 25) Parallelen 
zieht und mit der Einheits kugel zum Schnitt bringt in A 0 C 0 B 0 D 0 . Umlauft nun 
ein Punkt das Flachenstuckchen in der Reihenfolge ABCD , so durchlauft, wie aus 
Fig. 24 u. 25 ersichtlich ist, sein spharisches Bild das Flachenstuckchen A 0 B 0 C 0 D 0 
im gleichen Sinn, d. h. so, daB das umlaufene Flaehenstuck beidemal zur Linken 
liegt. Ist dagegen P ein hyperbolischer Punkt, so ist, wie sich aus Fig. 26 u. 27 
ergibt, der Umlaufsinn bei dem Flachenstuckchen selbst entgegengesetzt wie 
bei seinem spharischen Bild; beim ersteren liegt die umlaufene Flache links, beim 
letzteren rechts. 


3. Das Flachenelement der Kugel. 

Bildet man die Masche der Fig. 17, S. 84 auf die Kugel ab, so erhalt 
man einen Inhalt, dessen Absolutbetrag nach §17,(16) gleich A 0 dudv ist. 
Da man aber in der Geometrie Inhalten entsprechend dem Durchlaufungssinn 
des Randes ein Vorzeichen gibt, so setzen wir fur das spharische Bild dJ 0 von dJ 

(9) dJ 0 — eA 0 dudv. 

Durchlauft man die Masche der Fig. 17, S. 84 von der positiven Seite 
der Normalen aus gesehen in positivem Sinn PQP'R , d. h. also so, daB die Flache 
zur Linken liegt, so ist der entsprechende Umlauf Po^o^o^o au * ^ er Bildkugel 
fiir den auf der AuBenseite stehenden Beobachter fur elliptische Punkte 
obenfalls der positive, fiir hyperbolische der negative. Diesem oben 
festgestellten Sachverhalt haben wir durch (9) Rechnung getragen. Nun ist 
nach § 17, (16) 

dJ — A dudv , 

also 

dJ q f A q 

dJ 2T 


und daher nach 
( 10 ) 


(6) 

dJ 0 _ . 1 __ DD" - D /2 

dJ ^ EG - W 


Diese Formel enthalt den 

Satz von Gaufi x ). Das Kriimmungsmap in einem Flachenpunkt ist 
gleich dem Verhdltnis des spharischen Bildes dJ Q des Flachenelements dJ zu 
diesem Flachenelement selbst. 

Dieser schone Satz ist das Analogon zu dem Satz iiber die Kriimmung 
der Raumkurven S. 24: an die Stelle des Linienelements tritt hier das Flachen¬ 
element. DaB in der Tat das Verhaltnis dJ 0 : dJ ein MaB fiir die Kriimmung 
der Flache abgibt, ist auch abgesehen von der Analogie zu den Kurven leicht 
mnzusehen; denn je starker die Normalen in den Ecken des Parallelogramms 


x ) Disquis gener. circa superficies curvas 1827. Den Satz hat iibrigens schon 
friiher Rodrigues entdeckt; „Sur quelques propri6t6s des int6grales doubles**, 
Bull, de la soc. philomat. Paris 1815. 
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dJ voneinander abweichen, um so gr$Ber ist \dJ 0 \ und um so starker die 
Kriimmung. 

Aus (6) bis (8) ergibt sich noch 

c u C v 

\ a u u v 


(11) akA = 


K t>r 


bkA = 


ckA = 


a u dff j 

K K 1 ‘ 


Ebenso folgt durch Anwendung der Gleichungen (3) des § 25 auf die 
Einheitskugel 


( 12 ) 


b 0 c u - c 0 b u = E ° a ° ~ , 

b(,Cv - c 0 b v = F ° av ^ G " au . 


Mit Hilfe von (4), (6), (8) und § 25, (5) ergeben sich jetzt aus (12) 
die Identitaten 


(13) 


1 

bc u — cb u = (D'x u — Dx v ), 
bc v — cb v — ~ ( D"x u — D'x v ). 


Die Gleichungen (11) erhalt man iibrigens auch direkt aus § 18, (2). 
Sie erhalten eine besonders einfache, von Lelieuvre 1 ) angegebene Form, 
wenn die Asymptotenlinien Parameterkurven sind, d. h. wenn D = D" =0 
ist. Mit Beriicksichtigung von § 20, (17) folgt namlich aus (13) 

(14) bc u — cb u = |/~ kx uy b c v — cb v — — \/ — kx v . 

Zu den Gleichungen (12), (13) und (14) treten je noch zwei weitere 
Paare, die sich durch zyklische Vertauschung ergeben. 

Fiir die FundamentalgroBen zweiter Ordnung der Kugel folgt 
aus § 18, (2) und (8) 

D 0 = — eEal\ Do = — e£a u a v , D" = — eEa\, 

also wegen 

Eo = EXl = Eal 

usw. 

(15) D 0 = - sE 0 , Di=-eF 0 , D' 0 ' = - eG 0 . 

Aus den obigen Formeln ergeben sich noch einige Satze. 
Ist /)' — 0, so sind nach § 22, Satz 2 die Parameterkurven auf der 
Flache konjugiert. Nach § 18, (2) ist dann 

Ea u x v — 0, Ea v x u — 0. 

Da x u , y uy z u den Hichtungskosinus der einen konjugierten Richtung 
(dv = 0) a v , b v , c,,, denen des spharischen Bildes der anderen ( du — 0) 
proportional sind, so folgt: 

Das spharische Bild einer von zwei konjugierten Rich- 
tungen steht auf der anderen senkrecht. 


l ) Bull. d. Sc. Math., Bd. 12, S. 126. 
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Da eine Asymptotenrichtung sich selbst konjugiert ist, so folgt weiter: 

Das spharische Bild einer Asymptotenrichtung ist senkrecht 
zu dieser. 

Da eine Hauptkrummungsrichtung auf ihrer konjugierten senkrecht 
steht, folgt: 

Das spharische Bild einer Hauptkrummungsrichtung ist 
parallel zu dieser. 

Aus dem letzten der obigen Satze ergibt sich, daB die sph&rischen Bilder 
der Krummungslinien ein Orthogonalsystem bilden. Fragen wir umgekehrt 
nach der Bedingung dafiir, daB ein Orthogonalsystem auf der Flache (F = 0) 
in ein Orthogonalsystem auf der Kugel (F 0 — 0) ubergeht, so folgt [s. (4)] 
aus F 0 — hD' — kF = 0 die Bedingung D f = 0 solange nicht h = 0 ist; 
da also jetzt F = D' « 0 ist, so folgt: 

1 st fur eine Flache die mittlere Kriimmung h von Null 
verschieden, so geben nur die Krummungslinien als spharisches 
Bild wieder ein Orthogonalsystem. 

Ist fur eine Flache die mittlere Kriimmung h = 0 (Minim alflachen, 
II, § 11 fl.), so folgt aus (4), daB mit F auch F 0 verschwindet, d. h. 

Fur eine Flache von der mittleren Kriimmung Null (Mini* 
malflache) gibt jedes Orthogonalsystem als spharisches Bild 
wieder ein Orthogonalsystem. 

Nach (5) ist weiter fur diesen Fall 

(16) ds% = — kds 2 . 

Mit Verweisung auf § 32 folgt hieraus: 

Die spharische Abbildung einer Flache von der mittleren 
Kriimmung Null (Minimalflache) ist konform. 

Mit der spharischen Abbildung hangt aufs engste zusammen die Be* 
handlung einer Flache in Ebenenkoordinaten. 

Sind wieder a, 6 , c (oder A, F, Z) die Richtungskosinus der Flachen- 
normalen in einem Flachenpunkte P ( x , 2 /, z), ist ferner T der Abstand der 
Tangentialebene dieses Punktes vom Koordinatenursprung, so ist die Gleichung 
der Tangentialebene im Punkte P in f, 27 , f als laufenden Punktkoordinaten 

(17) X£ + Yri + Z£ - T = 0. 

Die Koeffizienten A, Y, Z, T heiBen dann die Ebenenkoordinaten der 
Flache. Wir setzen nun voraus, daB A, T, Z als Funktionen zweier Para¬ 
meter n, v so gegeben seien, daB sie der Gleichung A 2 -j- Y 2 + Z 2 = 1 ge- 
niigen; d. h. man kennt die sph&rische Abbildung der Flache; auBerdem sei 
T als Funktion von (#, v) gegeben. Gibt man u und v alle moglichen Werte, 
so erhalt man aus (17) ein zweifach unendliches System von Ebenen, welche 
die Flache einhiillen. Um die Flache in der gewohnlichen Weise untersuchen 
zu konnen, haben wir die Punktkoordinaten a?, y, z in u und v auszudriicken. 

Da der Beriihrpunkt (x,y,z) stets auf der durch (17) dargestellten 
Tangentialebene liegt, so besteht die identische Gleichung 

(18) A* + Yy '+ Zz ~ T = 0. 
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Differenziert man diese partiell nach u und v, so ist wegen 
Zax u — Eax v = 0, und weil a — X usw. ist, 

/<i q\ 4 yY u -4- zZ u T u — 0, 

'* *X V + yY v +zZ v — T v = 0; 

16st man die Gleichungen (18) und (19) nach x , y , z auf, so erhalt man x, y , z 
als Funktionen von a, v und damit die Flachengleichungen in der iiblichen 
Form, namlich 

( 20 ) I=xr+ 4 [ £ o XJ V - Fo(X u T, + X t T u ) + G 0 X tt 7',,]. 

Man hat nun noch die FundamentalgrdBen E, F, G; Z), D',D" 
zu berechnen. 

Am besten geschieht dies folgendermaBen: Man bilde die Gleichungen §26, 
(22) fur die Bildkugel und erhalt mit Beriicksichtigung von (8) und (15) 

PoXu <7o 4- EqX = 0, 

(21) X m - p' 0 X u - q' 0 X v + F 0 X = 0, 

X vv - p' 0 'X u - q''X v + G q X = 0, 

sowie die entsprechenden Gleichungen fur Y und Z mit denselben Koeffizienten. 
Dabei sind p 0 , q 0 usw. die fiir die Einheitskugel gebildeten GroBen § 26, (19) 
und daher wie F 0 , F 0 , G 0 bekannte Funktionen von w, v. Differenziert man 
weiter (19) nach u und v, so folgt mit Benutzung von § 18, (2) 

X uu x 4* Y uu y 4 Z uu z T uu = D, 

(22) X uv x -f- Y uv y + Z uv z — T uv — Z)', 

X w x 4 Y vv y -j- Z^z — T vv = D ". 

Multipliziert man die erste Gleichung (21) mit x, die entsprechenden 
mit y und z, addiert und beachtet (18), (19) und (22), so folgt 

T uu ~ Po T u — q 0 T v 4 E 0 T = — Z>, 

(23) T uv - p’ 0 T u -q’ 0 T v 4 F 0 T = - D ', 

T w - p' 0 'T u - q f 'T v 4 G 0 T — — D ", 

wobei die letzten Gleichungen ahnlich erhalten werden wie die erste. Damit 
sind die FundamentalgrcjBen Z), Z)', D” explizite als Funktionen 
von u und v dargestellt. 

Um auch E , F , G auszudrucken, setze man in (4) fiir h und k die 
Werte aus § 20, (17) und (18) ein und lose nach F, F, G auf; es folgt so 
A\E ~ E 0 D' 2 — 2F 0 DD' 4 G 0 Z) 2 , 

(24) A\F = E 0 D'D” - F 0 (DD" 4 Z)' 2 ) 4 G 0 DD ', 

A%G = E 0 I)" 2 - 2 F 0 B'D” 4 G 0 D ' 2 . 

Hieraus bestimmen sich, wenn man noch fiir Z), D\ D” die 
Werte aus (23) eintr&gt, auch F, F, G als Funktionen von u und v. 

Anwendung. Auf der Einheitskugel ist ein Orthogonal- 
system von Kurven gegeben; gesucht ist die FlSche, fiir die 
jenes Orthogonalsystem die spharischen Bilder der Kriim- 
mungslinien darstellt. 

lommerell, Baumkurvtn. I. 


9 
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Der Gang der Losung ist folgender; Wir setzen voraus, daB X,Y,Z 
als Funktionen von it und v gegeben seien, derart, daB X“ + Y 2 + Z 2 = 1 
und F 0 = 0 ist. Sollen die Parameterkurven auf der Flache Kriimmungs- 
linien sein, so muB F = 0 und D' — 0 sein. Die mittlere Gleichung (23) 
ist dann eine partielle Difterentialgleichung fur T ; sie lautet 

- d*T _ 8lg VJo ST _ 8lg |/5 0 ST 

dudv dv du du dv 

und aus (24) folgt mit F 0 — 0, /)' = 0 auch F = 0. Ist (25) integriert, also 
T als Funktion von ( u , v) bekannt, so erhalt man aus (20) x , y, z als Funk¬ 
tionen von (u, v) und damit die Flachengleichungen in Parameterform. 


iLconsE 


§ 28. Zentraflachen. Paralleiflachen. 

Wie in §20, (7) gezeigt wurde, ist das System der Krummungslinien einer 
Flache C dadurch ausgezeichnet, daB die Flachennormalen langs jeder der- 

selben eine abwickelbare Flache bilden. Wir 
^Brermfldchr betrachten nun die eine Schar der Krummungs¬ 

linien und denken uns fur jede einzelne die 
abwickelbare Flache mit ihrer Riickkehrkante 
konstruiert: der Ort dieser Riickkehrkanten 
wird wieder eine Flache C x sein. Auf dieselbe 
Art wird durch das andere System der Krum¬ 
mungslinien eine Flache C 2 erzeugt. Analytisch 
bilden C x und C 2 eine einzige Flache, namlich 
den geometrischen Ort aller Hauptkriimmungs- 
zentra von C. Man nennt daher diesen Ort die 
Zentraflache von C, sie besteht aus zwei 
Manteln C x und C 2 . Die Figur 28 bezieht 
sich auf den allgemeinen Fall eines Systems 
von oo 2 Strahlen; die als Mittelflache bezeich- 
nete Flache ist hier die Flache C , wiihrend die 
in der Figur als erste bzw. zweite Brennflache 
bezeichnete Flache der erste Zentramantel C x 
bzw. der zweite C 2 von C ist. 

Wir wenden unsere bisherigen Ergebnisse 
auf den ersten Mantel C x an, indem wir auf der 
Flache C die Krummungslinien als Parameter¬ 
kurven nehmen. 

Entspricht der Hauptkrummungsrichtung 
dv ■= 0 der Hauptkrummungsradius R x , und 
sind £ 1? y Zi die Koordinaten des zugehorigen 
Hauptkrummungsmittelpunktes, so hat man 
y-cmuft. (1) x x = x+R x a, y 1 = y+R 1 b 1 







1. Kapitel. § 28. Zentraflachen. Parallelflachen. 


131 


wo a, b, c , wie gewdhnlich, die Richtungskosinus der FlSchennormalen be- 
deuten. LaBt man u und v sich andern, so beschreibt der Punkt x Xl z x 
den ersten Mantel der Zentraflache von C . Da nun a, v die Para¬ 
meter der Kriimmungslinien sind, so hat man nach § 20, Satz 2 und Gl. (26) 
und § 25, (6) 


0, = 0, ds 2 = Edu* + Gdv 2 , 

1 D 1 D" 


R x ~ E ’ 7? 2 


6: 


( 2 ) 

(3) 

(4) 


Wir haben nun fiir die durch (1) definierte Flache die Richtungskosinus 
der Normalen und die sechs Fundamentalgrofien aufzustellen, die wir mit 
dem Index 1 bezeichnen. Aus (1) folgt mit Benutzung von (4) 
dx x __ d R x dx t __ R 2 
du 


0a 1 0a; 

db 

1 dy 

0C 1 02 

0a ~~ R 1 du ’ 

du 

R 1 du ’ 

du ~ 0a 

0a 1 0a; 

db 

1 02/ 

0c 1 dz 

0^ ~~ 7f 2 01? ’ 

dv ~~ 

022’ 

dv~~ ~ R 2 dv 


du 


dv 


R. 


R t dx .JR, 

— ^ + a -57, 


dv 


cv 


nebst den durch zyklische Yertauschung aus diesen hervorgehenden Glei- 
chungen. Nach § 17, (7) und (20) erhalt man fur die Fundamentalgrofien 


(5) 




* -1 («■ - *.>■ (I"’)'- 


und fiir das Linienelement 


( 6 ) 


ds 2 = dR\ + ^ (R 2 - /? x ) 2 dv 2 , 


a/?, 


wo 


a#! 


dv 


du ^ u dv 

ist. Damit der Zentramantel nicht ausarte, mufi vorausgesetzt werden, dafi 
A\ > 0 ist. 

Nach § 17, (19) erhalt man fiir a x zunachst den Wert 


a iAi — 


dR, R 2 — R l dy dR 1 

° du R t 02> + °"02>' 


h dy - 

/?2 — Ri dRi 

dv 

. Mi Rt-Bidz dR\ 

c du R 2 dv ' 0t? 

~~ R 2 du 

! dz 

C dv 


Nach § 25, (3) ist aber 

0z dy 

O i< C 


_G dx 
1/fG 0»’ 


dv dv " 

da ja F = 0 ist. Es ist also jetzt 

R 2 — /?! 0/?! _6_ 0a; 
~~ R 2 3a ’ j/gg0a * 


diZli — 


9* 
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Mit Benutzung des Wertes von A x in (5) erhalt man so fiir die Richtungs- 
kosinus a lt b lf c x der Flachennormalen des ersten Zentramantels C x 
1 dx 1 dy __J_ dz 

(7) «i — — yg > bl ~ — fEdu' Cl ~ Ye du • 

Zur Berechnung der FundamentaJgroBen zweiter Ordnung Z>„ D[, D" 

dx 

bilden wir aus der obigen Gleichung fur -g- 1 mit Benutzung von (4) 

d 2 x x 1 dx dR x d 2 R 1 

du 2 ~ R 1 du du a du 2 ’ 
d 2 x 1 1 dxdR x ( d 2 R x 

dudv — 


+ a 


d 2 x x 

w : 






-jv 

H, i 


dx 

dv + 


R 2 dv du 
R 2 - R x d 2 x 
Rdv 2 


du dv 
1 


dx 0/?, 02/?, 

+ 0 av 2 ' 


R 2 dv dv 


Hieraus folgt nach § 18, (2) und § 26, (15) 
d 2 x x VEdR x 


d 2 x x 


w-j u-xj V r. UT \, v-t-1 A 

D i - 2H a i du 2 “ R x du ’ Dl ~ Ul dudv ~ °’ 

1 R 2—R_i d 2 # dx _ R 2 ~ 

^ 0V 2 0l£ 2 /? 2 /£ ‘ 

Durch die am Anfang 


P 


2 J a ^ 


Ye h 2 

Wir formen den Wert von P\ noch etwas um. 
von II, § 1 angegebene Rechnung findet man die Gleichung (2) jenes Para- 
graphen, die hier wegen D' — 0 und nach Eintragung der Werte von q' 
und p" aus § 26, (19) lautet: 


dD" 

du 


±dG(P" 
2 du [ G 


+ 


E) 


_ JL (A + 1 


2 du \R X 


*.)■ 


das letztere mit Benutzung von (3). Andererseits findet man aus der zweiten 
Gleichung (3) durch Differentiation nach u 

__ 1 dR 2 _ 1 0/)" _ 1 dG 
R\ du ~ G du R 2 G du 

und mit Beriicksichtigung der vorhergehenden Gleichung 

1 dR 2 _ 1 R 2 - R x dG 


R* du ” 2 G R X R 2 du 


oder 


R 2 - R x dG 


GR X dR 2 
R\ du 


2R 2 du 

Tragt man diesen Wert in den fur P X gefundenen Ausdruck oben ein, 
so hat man nunmehr fiir die FundamentalgroBen zweiter Ordnung 
des ersten Zentramantels C x 

VEdR x 

R x du ’ 

also 


( 8 ) 


Pi 


£1 = 0, D i' = 


GR X dR 2 

HI YE du 


D 1 Di — B ( 2 


_t)/2— h a/? 2 


R\ du du 
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Fur das KriimmungsmaB endlich folgt nach § 20, (17) 

(9) *, 

Ganz entsprechende Formeln erhalt man fur den zweiten Zen tram an tel 
C 2 . Wir fiihren einige Satze an, die sich aus den hergeleiteteten Formeln 
ergeben (vgl. auch Fig. 28). 

1. Aus (7) und § 17, (14) folgt, daB die Normale im Punkte P x (x x , y tJ z x ) 
auf C x parallel ist mit der Tangente an die Krummungslinie v = const, im 
entsprechenden Punkte P (x, y , z) auf C. Die im Punkt P konstruierte Fl&chen- 
normale von C schneidet die langs der Krummungslinie v = const, nachst- 
folgende Normale im Punkte P x des Zentramantels C x : diese beiden Flachen- 
normalen bilden daher die Schmiegungsebene der Ruckkehrkante 
v = const, auf C x im Punkte P v Da nun diese Schmiegungsebene die Tangente 
in P an die Krummungslinie v — const, enthalt, und diese Tangente nach 
dem obigen mit der Flachennormalen von C t in P x parallel geht, so folgt, daB 
die Schmiegungsebene der Ruckkehrkante v = const, in P x auch die Flachen- 
normale in P x enthalt; daraus ergibt sich, daB die Kurven v = const, 
auf C x , d. h. die Riickkehrkanten, welche den Mantel C x erzeugen, 
geodatische Linien dieses Mantels sind (vgl. § 37). Aus der Form 
des Linienelements (6) ergibt sich weiter, daB R x die Bogenlange der Riick- 
kehrkanten v = const, fur C x bedeutet, und endlich, da in (6) das Glied mit 
du dv fehlt, daB die Riickkehrkanten v — const, diejenigen Kurven von C v 
welche den Kurven R x — const, auf C entsprechen, iiberall senkrecht schneiden. 

2. Aus (8) ergibt sich, da D x — 0 ist, nach § 22, Satz 2, daB die den 
Kriimmungslinien von C entsprechenden Linien auf C x ein konjugiertes System 
bilden. 

Parallelflachen. Tragt man von alien Punkten einer Flache aus 
entweder immer auf der positiven oder immer auf der negativen Normalen- 
richtung ein konstantes Stuck d ab, so bilden die so konstruierten Punkte 
eine zweite Flache C' . Sind x , y, z die Koordinaten eines Punktes P der Flache 
C 1 so sind die des entsprechenden (d. h. auf der Normalen von P liegenden) 
Punktes P' von C f 

(10) x f = x + y' — y + bd; z f = z + cd. 

Differenziert man diese drei Gleichungen partiell nach m, multipliziert 

die entstehenden Gleichungen beziiglich mit a, 6, c und addiert, so folgt 

(11 a) ax' u + by u + czi = 0 

und ebenso durch Differentiation nach v 

(11 b) ax' v + by' v + cz' v = 0. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt aber, daB die Normalen von 
C und C in entsprechenden Punkten zusammenfallen, oder daB die Tan- 
gentialebenen in entsprechenden Punkten parallel sind. Die Flache C' 
heifit darum eine Parallelflache zu C. Aus dem Gesagten folgt nach dem 
Eingang des Paragraphen, daB sich die Kriimmungslinien beider Flachen 
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entsprechen, und daB samtliche Parallelflachen einer gegebenen Flache mit 
ihr die Zentraflache gemeinsam haben. Die Parallelflachen zu einer gegebenen 
Flache kOnnen auch definiert werden, als die Flachen, welche alle Normalen 
der gegebenen orthogonal schneiden. 


§ 29. Transformation der Parameter. 

Fur viele Untersuchungen ist es zweckmaBig, statt der gegebenen Para¬ 
meter u, v neue Parameter u v v x einzufiihren. Dies geschehe durch die Glei- 
chungen (vgl. § 16, (9)) 


(1) u = P(u ly v x ), v = Q(u i, vD, 

wobei diese Funktionen die in § 16 angegebenen Bedingungen fur eine zu- 
lassige Parametertransformation erfiillen sollen. Setzt man zur Abkiirzung 
dP dP „ dQ dQ 


(2) P x = 


du ± ’ dv x 1 

so ist die ..Transformationsdeterminante' 




du 1 ’ 


<?• - £ 


(3) 


<5 = 


Pi P*\ 

Qi <?.! 

fiir den § 16 definierten Bereich B x der a^j-Ebene von Null verschieden. 
Die Flachengleichungen § 16, (1) gehen dann [§ 16, (11] liber in 

(4) x = /j(«i, flj), y — z= «i). 

Es bandelt sich nun vor allem darum, die sechs FundamentalgroBen 
in den neuen Parametern u 1? v ly also fiir die Flachengleichungen (4) 
aufzustellen, die wir, wie iiberhaupt alle auf die neuen Parameter beziig- 
lichen GroBen, mit dem Index 1 bezeichnen. Es zeigt sich, daB die sechs 
FundamentalgroBen E 1 ,F 1 ,G 1 ; D x , D' X1 D x sich in einfacher Weise durch 
die urspriinglichen und P € , Q { ausdriicken lassen. Zuniichst hat man 

(5) du — P x du x + P 2 di \, dv = Q x du x + Q 2 dv l , 

dx ex dx dx n dx . ^ dx 

1 1 + VI ; 


( 6 ) 




du 


‘ dv 


du x 1 du _r V1 dv 7 dv x 

nebst den entsprechenden Gleichungen in y und 

Hiernach ergibt sich fiir die FundamentalgroBen erster Ordnung 


Ei = £ ( 1 */= EPl + W1Q1 + OQl, 

___ dx dx 

(7) F x = £ 0Bi 0^ = EP X P 2 + F(P!Q 2 + Q x P t ) + GQ x Q t , 

= 2 (|~)‘ = EP\ + 2 FP t Q t + GQl. 

Die Bedeutung dieser Gleichungen ist folgende: Fiihrt man in die ur- 
spriinglichen Flachengleichungen 

(8) x = /(u, v), y = <p(u, v), z = tp(u , v) 

vermittelst (1) an Stelle von u, v die Parameter u 1? v x ein und bildet dann 
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fur die Flachengleichungen (4) E x *= zm usw., so erhSlt man dieselben 

Ausdriicke, wie wenn auf der rechten Seite der Gleichungen (7) in E , F , G 
an Stelle von w, v vermittels (1) k 1} v x eingefiihrt werden. Das gleiche gilt 
fiir die weiter unten folgenden Gleichungen (17), (18), (19) und (22). 

Das Linienelement ds x stellt sich nun in den neuen Parametern in der 

Form 

(9) ds\ — E x du\ + 2 F x du x dv x + G x dv f 
dar. Die rechte Seite erhalt man aber auch, wenn in 

(10) ds 2 = E du 2 + 2 F du dv + G dv 2 

du und dv durch die rechten Seiten von (5) ersetzt werden: 

(11) ds 2 = E(P l du 1 + P 2 dv j) 2 + 2F(P 1 du 1 + P 2 dv x ) 0 Q x du x +^ 2 dvi) 

+ G(Q x du x + Q 2 d^i) 2 , 

wobei man sich in E, F, G die Parameter u , v mittels (1) durch u x , v x ersetzt 
denken muB. Mit Beriicksichtigung von (7) ist die rechte Seite von (11) 
genau gleich der rechten Seite von (9). Es ist also 

(12) ds\ = ds 2 , 

was ja auch geometrisch evident ist. Wegen (12) sagt man, daB das Linien¬ 
element bei einer Transformation der Parameter invariant ist: 
es hat in den neuen Parametern dieselbe Form und denselben Wert. 

Man kann auch sagen: die quadratische Differential form 

(13) Edu 2 + 2 Fdudv -J-6’ dv 2 

geht, wenn die Differentiale du , dv durch (5) linear transformiert werden, 
wobei die Determinante der linearen Transformation d in (3) von Null ver- 
schieden ist, in die quadratische Differentialform 

(14) E x du\ + 2 F 1 du 1 dv 1 + G x dv\ 

iiber. Man kann daher die Ergebnisse der binaren Invariantentheorie be- 
nutzen. Vor allem ist die Diskriminante der quadratischen Form (13) E G — F 2 
eine Invariante vom Gewicht 2; dies besagt, daB 

(15) E x G x — F\ — {EG - F 2 ) d 2 

ist, daB also die Diskriminante der transformierten Form (14) gleich der Dis¬ 
kriminante der ursprunglichen Form (13), multipliziert mit dem Quadrat 
der Transformationsdeterminante <5 ist. Mit Hilfe von (7) ist es leicht, diese 
bekannte Tastache zu verifizieren. Aus (15) ergibt sich 

(16) A\ = A 2 d 2 . 

Hieraus folgt A x —A |d|, da in § 17 festgesetzt wurde, daB A und 
damit A x stets positiv sein soil. Man kann nun, ohne der Allgemeinheit zu 
schaden, voraussetzen, daB d stets positiv ist; denn man kOnnte ja, wenn 
<5 < 0 ware, u x durch — u x ersetzen. Man hat also 

(17) A x =Ad. 
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Es sind nun weiter die Richtungskosinus a x ,b v c x der Flachen- 
normale in den neuen Parametern aufzustellen. 

Nach § 17, (19) und § 16, (12) hat man mit Benutzung von (17) 


1 

dyi dy_ 
du x dv x 

i 

dy dy 
du dv 

. i 

dy dy 
du dv 

" l ” A 1 \ 

dz dz j 

- 

dz dz 


dz dz 

du x dv x 1 


du dv 


du dv 


also 


(18) a x = a, b] = 6, c x = c. 

Die Richtungskosinus a, b , c sind also invariant in dem oben angegebenen 

Sinn. 


Um die FundamentalgroBen zweiter 
zu bilden, benutzen wir § 18, (2), wonach z. B. 

^ dx~ dai 

1 ~~ du x du x 

ist. Nach (18) ist aber 


also nach (6) 


da x da 


da 


~ P i + 0t, & > 


0MJ 3 U 


Ordnung D ly D[, D[' 


Bildet man die entsprechenden Gleichungen fur D x und D x und multi- 
pliziert aus, so ergibt sich nach § 18, (2) 

D x = DP\ + 2 D , P 1 Q x + D"Ql 
(19) D\ = DP X P 2 + B'(P X Q 2 -f Q x P 2 ) + D"Q X <? 2 , 

W = DP\ 4-2 D'P 2 Q 2 + D" Q \. 

Die FundamentalgroBen zweiter Ordnung driicken sich also ganz in der- 
selbenWeise aus, wie die erster Ordnung (7). Darum folgt wie oben, daB die 
zweite Fundamentalform 


(20) Ddu 2 + 2 D’ du dv + D” dv 2 
durch die lineare Transformation (5) in 

(21) D x du\ + 2 D' x du x dv x + D' x ' dv\ 

iibergeht, was auch nach der geometrischen Bedeutung der zweiten Funda¬ 
mentalform § 18, (5) oder (7) zu erwarten war. Genau wie oben schlieBt 
man, daB 

(22) D x D' x ' — D'i 2 = (D D" - D' 2 ) <5 2 
ist. 

Die quadratische Differentialform 

(23) (Edu 2 + 2Fdudv +Gdv 2 ) + X(Ddu 2 + 2 D f du dv + D" dv 2 ) 
geht nun durch die lineare Transformation (5) liber in 

(24) (E x du\ 4- 2 F x du x dv x -f G x dv\) + X(D x du\ 4- 2 D[du 1 dv 1 4- D['dv \), 
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wo X eine willkurliche GroBe ist. Wieder schlieBt man, wie bei der Herleitung 
von (15), daB 


E 1 + XD x F x + XD[ 
F i + XD[ G 1 + XD'i 


E +XD F + XD' 
F +XD’ G + XD” 


ist. Da dies fur alle X gilt, so liefert die Koeffizientenvergleichung drei Be- 
ziehungen. Etwas Neues erhalt man, wenn die Koeffizienten von X links und 
rechts einander gleich gesetzt werden, namlich: 


(26) E X D X — 2F X D[ +G 1 D 1 = (ED” - 2 FD' + GD) d 2 . 


Die GroBe ED” — 2 FD' + GD ist daher eine Simultaninvariante 
der beiden Fundamentalformen vom Gewicht 2. Aus den Gleichungen 
(15), (22) und (26) folgt nun sofort, daB die in § 20, (17) und (18) definierten 
metrischen GroBen, das KrummungsmaB k und die mittlere Kriimmung 
h Invarianten sind; d. h. es ist 


1 DD" — D ' 2 D x D[ f - D’ 2 

2? . k ~ liiliz EG - F- ~ E 1 G 1 - F\ ’ 

} h 1,1 ED" -2 FD' + GD E X D " - 2E X D; + G t D t 

h EG - F 2 ~ E X G V — F\ 

Man bemerke noch, daB die Determinante rechts in (25) fur X = — R 
in die Determinante (6) von § 20 iibergeht, welche gleich Null gesetzt die 
Hauptkrummungsradien bestimmt. 

Nun besitzen die beiden quadratischen Fundamentalformen auch eine 
Kovariante vom Gewicht 1, namlich die Jacobische Determinante. Es ist 
also 


(28) 


Edu 4- F dv 
F du 4- G dv 


D du -f- D f dv 
D' du -f D” dv 


d. 


E x du x -f F 1 dv t />! du x + D[ dv x ! _ 

F x du x H- G x dv x D[du x -f- D x dv x \ 

Wir wollen dieses aus der Invariantentheorie bekannte Ergebnis doch 
beweisen. 

Aus den Gleichungen (7) und (5) folgt 

E x du x -j- F x dv x = EP x du + FP x dv + FQ x du +GQ x dv 
F x du t -f- G x dv x — EP 2 du FQ 2 du -j- FP 2 dv + GQ 2 dv 


oder 

E x du x + F x dv x — (Edu 4- Fdv) P x 4- (Fdu 4- Gdv)Q x 
F x du x 4- G x dv x = (Edu 4- Fdv)P 2 4- (Fdu 4- Gdv)Q 2 . 
Entsprechende Gleichungen erhalt man fur die Elemente der zweiten 
Spalte der links stehenden Determinante in (28), womit der Beweis von (28) 
erbracht ist. Mit Beachtung von (17) folgt so 

Edu 4- Fdu D du 4- D r dv 
Fdu 4- G dv D' du 4- D” dv 
E x du x + F x dv x D x du x 4~ D[ dv x 
F x du x 4- G x dv x D x du x 4 - D\ dv x 
Der Differentialausdruck M, der, gleich Null gesetzt, nach §20, (8) 
die Differentialgleichung der Kriimmungslinien gibt, ist also invariant 
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gegentiber der Parametertransformation. Mit dem in diesem Para- 
graphen Ausgefiihrten ersoheint das in § 20 Gesagte in neuem Lichte. Wir 
werden spater in § 37 einem Differentialausdruck N begegnen, der gleich Null 
gesetzt die Differentialgleichung der geodatischen Linien liefert. Auch von 
ihm laBt sich zeigen, daB er einer Parametertransformation gegeniiber invariant 
ist (vgl. II, § 3). 

Endlich seien du l9 dt\ und du\, dv[ zwei Differentialsysteme, denen nach 
(5) die beiden Systeme du , dv bzw. du ', dv' zugeordnet seien; sie bestimmen 
dieselben zwei Fortschreitungsrichtungen auf der Flache. Man zeigt nun wie 
bei (11), daB die GroBe 

(30) Edudu' + F(dudv' + dvdu') + Gdvdv ' 

gegeniiber einer Parametertransformation invariant ist, also gleich demselben 
Ausdruck, nur geschrieben in F ly G ly du 1? dv ± , du ly dv[, ist. Das bedeutet 
aber nach § 17, (24), daB der Kosinus des Winkels der beiden Fortschreitungs¬ 
richtungen unabhangig von der Parameterdarstellung ist. Entsprechendes 
gilt, wenn in (30) die GroBen E, F , G durch D , D\ D" ersetzt werden. Dies 
sagt aber nach § 22, (4) aus, daB das Konjugiertsein zweier Richtungen nicht 
von der Parameterdarstellung abhangt. In II, § 3 werden wir diese Be- 
trachtungen fortsetzen und dann zu den DilTerentialparametern gelangen. 

§ 30. Minimallinien. Isometrische Linien. Isometrische Parameter. 

Zu den bis jetzt betrachteten reellen Linien auf der Fliiche treten noch 
gewisse imaginare Flachenkurven, die bei den metrischen Verhalt- 
nissen der Flache eine Rolle spielen: es sind die in § 15 betrachteten Minimal¬ 
linien. Wir definieren mit Beziehung auf das dort Entwickelte die Minimal¬ 
linien auf der Flache als die Kurven, deren Linienelement uberall die Lange 
Null hat. Ihre Differentialgleichung ist also 

(1) ds 2 dx 2 + dy 2 + dz 2 — 0. 

Diese Gleichung definiert nach § 15 zugleich die Kurven, deren Tangenten 
uberall den unendlich fernen imaginaren Kugelkreis treffen. 

In den Parametern u , v lautet die Differentialgleichung der Minimal¬ 
linien nach § 17, (6): 

(2) ds 2 — Edu 2 4- 2 Fdudv +Gdv 2 = 0. 

Durch jeden Flachenpunkt gehen nach (2) zwei Minimallinien; dieselben 
sind stets imaginar, da die Diskriminante von (2)Zl 2 = EG —F 2 [vgl. § 17, (10)] 
stets > 0 ist. Durch Spaltung von (2) in zwei Linearfaktoren erhalt man 

(3) YEdu + —dv = 0 , 

\E 

(4) YEdu + - ~ dv = 0 . 

Ye 

Die aus diesen beiden Differentialgleichungen sich ergebenden Werte 
von du : dv sind konjugiert imaginar. 
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Es ist nun bekannt, daB die Differentialgleichung (3) einen inte- 
grierenden Faktor besitzt; multipliziert man die linke Seite von (3) mit ihm, 
so erhalt man ein totales Differential. Ist p + iv ein solcher integrierender 
Faktor, wo jlc und v reelle Funktionen von h, v sind, so hat man also 


(5) (u + iv) (jfiEdu + dv\ 


Ve 


d& + idW = doc 


und darum 


(6) (jbt — iv) ^]/Edu -f- F ^ ~~ = , 

wo 0 und W reelle Funktionen von w, v sind. Aus (5) und (6) erhalt man 
durch Integration 

(7) oc = 0{u , v) + VF{u, v ), 

( 8 ) p = #(», v) — 


wo die GroBen oc, Integrationskonstanten sind. Die Gleichungen (7) und (8) 
stellen nun bei veranderlichen oc, ft zwei (imaginare) Kurvenscharen dai*, 
diese sind die Minimallinien der Flache. 

Das Linienelement der Flache erhalt nun eine besonders einfache Gestalt, 
wenn man mit Hilfe von (7) und (8) statt der willkurlichen Parameter u und v 
die GroBen oc und ft als neue Parameter einfiihrt. Setzt man zur Abkiirzung 


(9) 


= 


1 

/a 2 -f v 2 ’ 

wo nun X 2 eine reelle Funktion von u, v ist, so erhalt man durch Multipli- 
kation aus (5) und (6) 

(10) ds 2 = X 2 doc dp; 

hierbei sind in X 2 noch die Parameter u, v mittels (7) und (8) durch oc und p 
zu ersetzen. Man sieht, daB fur oc = const, und p ~ const, beidemal ds — 0 
wird; die Differentialgleichung (2) der Minimallinien ist also befriedigt: man 
nennt daher&und/l die Parameter der Minimallinien. Da 0 und W 
in (7) und (8) reelle Funktionen von u, v sind, so entsprechen reellen Werten 
von u, v, d. h. reellen Flachenpunkten konjugiert imaginare Werte 
der Parameter oc und p. 

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in den 

Satz 1. Die nolwendige und hinreichende Bedingung dafiir , dap die 
Parameterkurven Minimallinien sind , ist , dap die Gleichungen 

E = 0 , G — 0 

identisch jiir alle Wertepaare u, v erfiillt sind . 


Erstes Beispiel. Die xy-Ebene (s = 0). 
Das Linienelement ist 

ds 2 = dx 2 + dy * = (dx + idy) [dx — idy). 
Die Gleichungen (3) und (4) lauten also: 

dx + idy — 0, dx — idy — 0, 
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Oder integriert: 

x + iy — x — iy — p. 

Durch Einfuhrung von <%, P erhalt ds 2 die Form: 

(11) ds 2 = don dp, 

Zweites Beispiel. Die Kugel vom Radius = 1. 
Die Gleichungen derselben waren § 16, (21) 

x — u cos u, y — wsinv, z = Y 1 — u*. 
Hiernach erhalt das Linienelement die Form 

du 2 

(12) ds 2 — -— a 4- u 2 dv 2 . 


1 — w 

Die Gleichungen (3) und (4) lauten: 

du ... du 

(13) 


/i 

Die Integration liefert 


—(- iudv — 0, 


|/l — u 2 


- - iudv = 0. 


1 + 1^1 — u 2 

— lg- h ™ = lg<x, 


(14) 


lg 


i + 


iv = lg 0, 


wo die Integrationskonstanten auch in der Form von Logarithmen angenommen 
sind. 

Die Auflosung von (14) nach u und v ergibt 

.... 2 f*P * + p oc p 

(15) U = --- a , COSV = - , smv = -TT . 

2 l/*p 2iV*P 

Fuhrt man a und p als neue Parameter ein, so erhalt ds 2 die Form: 


(16) 


2 _ kdoidp^ 

* “ (IT'S/*)* 


Die Gleichungen der Kugel in den Parametern a, P der Minimallinien 
sind daher nach (15) 

.... _ « + P _ HPj ^*) _< % p_ — 1 

* * 1 V+k'P' y 1+ Oip ’ z 1 + «/3 ' 

Fiir manche Anwendungen ist es zweckmaBiger, den Parameter p durch 
1 1 

— - 0 - zu ersetzen, so daB also a und — konjugiert imaginar sein miissen, falls 

ein reeller Punkt durch die beiden Parameterwerte bestimmt sein soil. Die Glei¬ 
chungen (16) und (17) gehen hierdurch iiber in 


(18) 

(19) 


1 — *P 


kd(xdp 

* - (* _ p)* ■ 

i(l -f <*P) 


*+J| 

<* — P' 


“ <x-p ’ * “ <*-0 ’ 

Die Gbereinstimmung dieser Gleichungen mit § 14, (14) zeigt, daB die Mini¬ 
mallinien der Kugel ihre geradlinigen Erzeugenden sind. 

Die imaginaren Minimallinien einer Flache fiihren nun zu wichtigen 
reellen Liniensystemen, den sogenannten isometrischen (isothermen) 
Linien auf der Fl&che. Da, wie wir gesehen haben, die Parameter <x und p 
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fur reelle Punkte konjugiert imagin&r Bind, kOnnen wir setzen 
(20) x = u + iv, ft — u — iv y 

wo nun u und v reelle Parameter spezieller Art sind, die natlirlich mit den 
zu Anfang des Paragraphen benutzten allgemeinen Parametern w, v nicht 
zu verwechseln sind. 

Das Linienelement in den Parametern a, ft hatte nach (10) die Form 


ds 2 = A 2 doc dp. 


VermOge (20) geht dasselbe iiber in 
(21) ds 2 = X 2 (du 2 + dv 2 ), 

wo in A 2 vermittels (20) ebenfalls u, v statt <x, ft einzufiihren sind. Da nach 
(21) F = 0 ist, stehen furs erste die neuen Parameterkurven u — const., 
v = const, nach § 17, Satz 1 allenthalben aufeinander senkrecht, bilden also 
ein Orthogonalsystem. Bilden wir weiter die Bogenelemente ds u und ds 9 
der Parameterkurven, so erhalten wir nach § 17, (13) 

ds u ■= A du, ds v — A dv. 

Nimmt man nun die voneinander unabhiingigen Differentiate du und dv 
gleich groB an, so wird ds u — ds v . Konstruiert man also auf der Flache die 
Parameterkurven u = const., indem man u der Reihe nach die festen Werte 
u, u + du , u 2 du, u + 3 du . . . usw. gibt, und ebenso die Parameterkurven 
v — const, mit den Werten v, v + dv , v -j- 2 dv, v + 3 dv . . . usw., wobei 
du == dv ist, so teilen diese Kurven die Flache in unendlich kleine Quadrate; 
denn die Parameterkurven stehen ja aufeinander senkrecht, und da ds u = ds v 
ist, sind die beiden von einem Flachenpunkt ausgehenden Linienelement der 
Parameterkurven gleich groB. Man nennt aus diesem Grund das System der 
Parameterkurven u = const, und v = const, ein isometrisches Kurven- 
system. Solche Kurven spielen in der Theorie der Warmeleitung eine wichtige 
Rolle, man bezeichnet daher das System auch als ein isothermes und die 
Parameter u, valsthermische Parameter. Zunachst haben wir nun den 
Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir , dap die Para¬ 
meterkurven isometrische ( isotherme ) Linien sind , ist , daft fur alle Wertepaare 
u, v die Gleichungen 


( 22 ) 


E _ W(u ) 

G 0(v) ’ 


F = 0 


bestehen , wo W(u) nur von u, &(v) nur von v abhdngt. Sind aufierdem u und v 
thermische Parameter , so ist E = G. 

Denn ist a ein Proportionalitatsfaktor, so hat man fur das Linienelement 
ds 2 = a\fP(u)du 2 -1- 0(v)dv 2 ] oder, wenn statt \/}F(u)du y J /<P(v)dv bzw. 
dU y dV gesetzt wird, ds 2 = a(dU 2 + dF 2 ), woraus folgt, daB die Kurven 
U — const., V — const, isometrische Linien sind; jedoch sind u und v nicht 
thermische Parameter, sondern U und V. 

Auf jeder Flache gibt es nun unendlich viele isometrische Kur- 
vensysteme. Um von einem gegebenen System reeller isometrischer Para- 
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meter (», v) zu einem andern (u XJ v x ) iiberzugehen, haben wir nur zu setzen 
(23) u -f iv = 0(u x + iv x ), u ■— iv = 0 x (u x — iv x ). 

Dabei soli 0(u x + iv x ) eine fiir einen gewissen Bereich der u x ^-Ebene 
analytische Funktion von u x + iv x sein und 0 x (u x — iv x ) soil fur alle Werte 
»i, v x des Bereichs die zu 0(u x + iv x ) konjugiert komplexe Zahl bedeuten. 
Wir driicken dies kurz so aus, daB wir sagen: 0 und 0 X sind konjugierte 
Funktionen. 

Es ist dann 

(24) du -f idv = 0' . ( du x + idv x ), du — idv = 0[ • ( du x — idv x ) y 

wo 0 ' die Ableitung der Funktion 0 nacb ihrem komplexen Argument und 
0[ die zu 0' konjugierte Funktion bedeutet. ds 2 geht also iiber in 

(25) ds 2 = X 2 (du 2 + dv 2 ) — X 2 0' 0' x (dul + dv\ ), 

woraus hervorgeht, daB in der Tat die Parameter (u L , v x ) isometrische sind. 

Anmerkung. Aus (23) folgt, daB man von einem System reeller iso- 
metrischer Parameter (u, v) zu einem anderen (u 1? v x ) dadurch tibergehen kann, 
daB man u gleich dem reellen, v gleich dem rein imaginaren Teil einer willkiirlichen 
analytischen Funktion 0 der komplexen Variabeln u x + iv x setzt. 

Erstes Beispiel. Die xy-Ebene (z = 0). 

Das Linienelement ist 

ds 2 = dx 2 + dy 2 . 

Die Parallelen zu den Koordinatenachsen bilden also ein isometrisches System. 
Das allgemeinste isometrische System von Kurven der xy-Ebene erhalt man nach 
(23) durch die Substitution 

x 4* iy = 0(x x + iy x ), x iy — 0 x (x x — iy x ), 
wo wieder 0 und 0 X konjugierte Funktionen sind. Setzt man z. B. 

x -f iy = cos (x x + iy x )> x — iy = cos (x x — iy x ) t 

so folgt 

e j/i -j_ e —y x € vi — e—Vi 

x “ -2- C0S Xli y = ~ 2- sin Xl 

und hieraus 

2 x \ 2 I 2y \ 2 

e vi 4 - e-Vi) — e-Vi) “ 

* V 

cos x x / \sin x x 

Den Parallelen x x — const., y x — const, zu den Koordinatenachsen entspricht ein 
System von konfokalen Hyperbeln und Ellipsen, deren Brennpunkte die Koordinaten 
x = ± 1, y = 0 besitzen. Durch das System konfokaler Ellipsen und Hyperbeln 
kann also die Ebene in unendlich kleine Quadrate eingeteilt werden. 

Zweites Beispiel. Die Kugel vom Radius = 1. 

Nach (20) haben wir in den Gleichungen (16) und (17) * — u + iv , ft — u — iv 
zu setzen und erhalten 
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(26) 


2 u 

U 2 -f- V 2 + 1 ’ 


Aus (26) folgt 


2v u 2 + v 2 — 1 

y ~~ u 2 - j- v 8 -f 1 ’ 2 u 2 -f- v 2 + 1 1 

9 4(di4 a + dv a ) 

ds Tt^+l)** 


(27) 




— v. 


Die Kurven m = const., v = const, bestehen aus Kreisen, deren Ebenen 
durch die Kugeltangenten x = 0, z = 1 und y = 0, z = 1 gehen. 

Das allgemeinste System isometrischer Linien (w 1? v x ) erhalt man den 
wieder durch die Gleichungen 

(28) u iv — 0(u x + iv x ), u — iv — & t (u x — iVi). 


2. Kapitel. 

Konforme, fliichentreue Abbildung. Deformation. 

§ 31. Abbildung zweier Flachen. 

Sind zwei Flachen S und S 1 durch ihre Gleichungen 

( 1 ) x==z t( u > v )i V =<p(u,v), y(u, v), 

K x i — /i(»u v i)> Vi “ v i)> z i — VhK> ?; i) 

gegeben, so werden durch die Gleichungen (8) des § 16 

(2) u t = 0(u, v), t?! = *P(u, v), 

wo alle dort gemachten Voraussetzungen gel ten sollen, die Flachen also derart 
aufeinander bezogen, daB jedem Punkt P(u , v) der Flache S , der einem Punkt 
des Bereiches B der nv-Ebene entspricht, umkehrbar eindeutig ein Punkt 
Pi(i*i, ^j) der Flache S t zugeordnet ist. Im folgenden sollen nur Punkte (u , v) 
des Bereiches B in Betracht gezogen werden. Der Punkt P x heiBt dann das 
Bild von P, und die Zuordnung der Punkte von S und S x nennt man eine 
Abbildung der einen Flache auf die andere. Fuhrt man fur die zweite Flache 
vermoge (2) eine Parametertransformation aus, so daB auch fur diese w, v 
die Parameter sind, so sind jetzt die Flachengleichungen durch 

{ } X l = /l(«, V), Vl = <Pi(u, V), z x = \p x (u, V) 

gegeben, wo aber jetzt f ly <p x , ip x andere Funktionen als in (1) bedeuten. 
Die Zuordnung ist nun derart, daB zu jedem Wertepaar u, v ein Punkt P auf S 
und ein Punkt P x auf S x gehort, oder daB fiir zwei entsprechende Punkte die 
Parameter w, v auf beiden Flachen dieselben Werte haben. Im folgenden 
setzen wir stets voraus, daB die Zuordnung durch Gleichungen von der Form 
(3) gegeben sei. Bei einer solchen Abbildung entspricht also jedem Punkt 
der einen Flache eineindeutig ein Punkt der andern Flache, einer Kurve 
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q>(u y v) = 0 auf der einen entspricht eine, durch dieselbe Gleichung ausge- 
driickte Kurve auf der andern, einer Fortschreitungsrichtung du : dv auf der 
einen eine solche auf der andern Flache. 

Man kann nun flir die durch (3) vermittelte sehr alJgemeine Abbildung 
einige Satze angeben, zu deren Beweis wir jetzt ubergehen. 

Satz 1, Zieht man in einem Punkt der einen Flache vier Tangenten und 
in dem Bildpunkt die ihnen entsprechenden Tangenten , so sind die Doppel- 
verhaltnisse dieser vier Tangenten auf beiden Flachen gleich oder kurz: die 
Strahlenbiischel entsprechender Tangenten sind projektiv. 

Die Tangentialebene in P(u , v) der Flache S steht nicht auf alien drei 
Koordinatenebenen senkrecht. Nehmen wir an, sie stehe nicht auf der xy- 
Ebene senkrecht; es sei also c =(= 0; nach § 17, (19) sei also 


(4) 

Es ist nun 

(5) 


Vu 

y* 


+ o. 


dy 

dx 


du , 

Vu dv +Vv 


du 
Xu dv 


+ x 9 


Jeder Fortschreitungsrichtung aus P entspricht nach (5) ein Wert von 
welcher die Projektion dieser Richtung in die ^y-Ebene durch den projizierten 
Punkt P* festlegt. Gibt man in (5) vier verschiedene Werte g^; 1 (i= 1,2,3,4), 

so erhalt man aus (5) vier verschiedene Werte 4^. Da nun nach (5) mit 

dxi v ' dx dv 

durch eine (wegen (4) nicht ausgeartete) lineare Substitution verkniipft ist, 
so ist das Doppelverhaltnis der vier Werte von g^ gleich dem Doppelverhaltnis 

der vier Werte von g^. Den vier Werten von ^ entsprechen vier Tangenten 

in P in dessen Tangentialebene; da nun das Doppelverhaltnis bei der Projektion 
der Tangenten in die #y-Ebene sich nicht andert, so haben die vier von P aus- 
gehenden Richtungen ein Doppelverhaltnis, das durch das Doppelverhaltnis 

der vier Werte von g~ bestimmt ist. Daraus folgt aber, daB das Doppel¬ 
verhaltnis der vier Tangenten aus P gleich dem Doppelverhaltnis der vier 
Werte von g^ ist. Das Doppelverhaltnis der vier entsprechenden aus P x 
auslaufenden Tangenten ist aber auch gleich dem Doppelverhaltnis der vier 

dUi 

Werte von g^, womit der Satz bewiesen ist. 

Fur das Folgende bediirfen wir einiger Satze aus der Invarianten- 
theorie binarer quadratischer Formen Diese sind sehr leicht zu beweisen 
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und auch wohl bekannt x ). Gegeben seien die beiden binaren quadr&tiBChBB 
Formen in x und y: 

(6) /j === cue 2 + 2 bxy + cy 2 , / 2 == ax 2 + 2 ftxy + yi/ 2 . 

Man hat dann folgende Invarianten (vgl. auch § 29): 

D u == ac — 6 2 , Diskriminante von / 2 , 

Z) 22 = <%y — ft 2 , Diskriminante von / 2 , 

' D 12 = ay — 2 bft + c<%, Simultaninvariante von f 1 und / 2 , 

/£ == Z)J 2 — 4D U I> 22 , Resultante von / x und / 2 , 
endlich die Kovariante 

n ^ ax + by bx + cy 

w 12 ~ + P* + yy , 

die Jacobische Determinante der beiden Formen. R ist auch die Diskriminante 
von # 12 . Endlich hat man noch die Identitat 

(9) Z>22 f( &i2 fl f2 + ^11 1\— $12* 

Setzt man / x s= 0, / 2 = 0, so erhalt man je zwei durch den Ursprung 
gehende Geraden. Die Bedingung dafiir, daB diese Geraden vier 
harmonische Strahlen bilden, ist, daB 

(10) D 12 — ay — 2b ft cot = 0 
sein muB. Die Kovariante 


(H) 


= 0 


ax + by bx -f- cy 
(xx + fty ftx + yy 

gibt zwei Gerade, welche sowohl das Linienpaar / 2 = 0 als auch 
das Linienpaar / 2 = 0 harmonisch trennen; denn es verschwindet 
die Simultaninvariante von f x und ^12 und ebenso auch die von / 2 und $ 12 
identisch. Wir beweisen jetzt den 

Satz 2. (Tissot 2 )). Bei jeder Abbildung (3) zweier Flachen aufeinander 
gibt es cin System von zwei reellen sick entsprechenden Kurvenscharen, die auf 
beiden Flachen ein Orthogonalsystem bilden. 

Zum Beweis bemerken wir, daB in der Ebene zwei Richtungen orthogonal 
sind, wenn sie von den Richtungen nach den unendlich fernen imaginaren 
Kreispunkten harmonisch getrennt werden. Nun weisen die Richtungen der 
Minimallinien im Flachenpunkt P (§ 30) nach den unendlich fernen Kreis¬ 
punkten der Tangentialebene, darum sind zwei Flachentangenten in P 
orthogonal, wenn sie von den Minimalrichtungen aus P harmo¬ 
nisch getrennt werden. In der Tat: sollen die durch 

(12) A du 2 + 2 B du dv + C dv 2 — 0 


x ) Vgl. z. B. Clebsch, ,,Theorie der binaren algebraischen Formen**. Leipzig 
1871, §57ff. Wegen desFolgenden vgl. auch K. Kommerell, „Beitrage zurFlachen- 
theorie**, Archiv der Math. u. Physik., III. Reihe, XVII, S. 144 ff. 

2 ) „Sur les cartes g6ographiques“, Paris, Comptes Rendus 49 (1859), p. 673; 
Nouvelles annal. de math., 2. s6rie, 1. 17 (1878). 

Kommerell, Raumkurven. I. 
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definierten Richtungen von den durch 

(13) Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 = 0 

bestimmten Minimalrichtungen harmonisch getrennt werden, so muB nach 
dem beim Beweis von Satz 1 Gesagten und (10) die Simultaninvariante 

EC - 2FB + GA = 0 

sein. Dies ist aber gerade die in § 17, (31) gefundeneOrthogonalitatsbedingung 
fur die zwei Richtungen (12). Sind nun fur die Flache S x die Minimalrichtungen 
durch 


(14) E x du 2 +2 F 1 dudv + G x dv 2 = 0 
gegeben, so gibt nach (11) die Gleichung 

E du -f F dv F du + G dv _ 

(15) E x du + F x dv F x du + G x dv ^ 0 

auf jeder Flache zwei Richtungen, die von den entsprechenden Minimal¬ 
richtungen harmonisch getrennt werden, also auf beiden Flachen orthogonal 
sind, w.z.b.w. Die Gleichung (15) ist die Diff er e nt ial gleichung der beiden 
Kurvensysteme. Man iiberzeugt sich durch entsprechende Betrachtungen, 
wie sie im AnschluB an die Gleichungen (8) —(10) des § 20 angestellt worden 
sind, daB das Orthogonalsystem auf beiden Flachen reell und das einzige der- 
artige Orthogonalsystem ist, falls nicht 

(16) E : F : G = E x : F x : G x 

ist. In diesem Falle entspricht jedem Orthogonalsystem der einen Flache 
ein ebensolches der anderen. Die Strahlenbiischel in entsprechenden Punkten 
P und P x sind kongruent. Diese besondere Abbildung heiBt konform oder 
winkeltreu (vgl. § 32). 

Setzt man ebenso die Kovariante der zweiten Fundamentalformen 


(17) D du 2 + 2 D' du dv + D” dv 2 , D x du 2 + 2 D[ du dv + D[' dv 2 , 
welche gleich Null gesetzt die Asymptotenrichtungen geben, namlich 

Ddu + D'dv D'du + D"dv __ 

(18) D x du + D[ dv D[ dv + D[’dv ~ 0 ’ 

so erhalt man auf jeder Flache zwei Richtungen, die von den Asymptotenrich¬ 
tungen harmonisch getrennt werden, also auf jeder Flache konjugiert sind; 
diese brauchen nicht notwendig reell zu sein. Die Gleichung (18) stellt die 
Differentialgleichung zweier Kurvenscharen dar, die auf jeder 
Flache ein konjugiertes System bilden. Dies ist der Satz von 
Peterson 1 ). Eine weitere Diskussion miissen wir uns versagen. 

Anmerkung. Nach den soeben entwickelten Methoden erhalt man wohl am 
raschesten die Bedingungdafiir, daB zwei Richtungen durch den Flachenpunkt P(u, v) 
orthogonal oder konjugiert sind, sowie die Differentialgleichung der Kriimmungs- 
linien. Durch die Gleichung 

(19) du 2 dv l dv 2 — dudv (du 1 dv 2 + du 2 dv 1 ) + dv 2 du x du 2 — 0, 


) „tlber Kurven und Flachen**, Leipzig und Moskau 1868. 
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du x du * du 

welche die Wurzeln und ^ fur gibt, sind zwei Fortschreitungsrich- 

tungen definiert. Sie sind orthogonal, wenn die Simultaninvariante (10) der 
quadratischen Form (19) und der ersten Fundamentalform (13) verschwindet, wenn 
also 

(20) Edu x du 2 + F(du x dv 2 du 2 dv x ) -f- Gdv x dv 2 — 0 

ist. 

Dies ist aber nach § 17, (24) gerade die Orthogonalitatsbedingung. 
Operiert man entsprechend mit der zweiten Fundamentalform, so erhalt man 

(21) D du x du 2 + D' (du x dv 2 + du 2 dv x ) + D" dv x dv 2 = 0 , 

d. h. zwei Richtungen, die von den Asymptotenrichtungen harmonisch getrennt 
werden und darum konjugiert sind, vgl. § 22, (4). Setzt man endlich die Kovariante 
{11) der ersten und zweiten Fundamentalform gleich Null, so erhalt man 
I E du -j- F dv F du G dv 
' 22) \Ddu + D'dv D'dv + D"dv == °’ 

also zwei Richtungen, die orthogonal und konjugiert sind. In der Tat stellt (22) 
die wohlbekannte DilTerentialgleichung § 20, (8) der Krummungslinien dar. 

Die allgemeine punktweise Zuordnung oder Abbildung kann nun 
noch gewissen Bedingungen unterworfen werden, wodurch man Ab- 
bildungen von besonderer Art erhalt. Die wichtigsten speziellen Abbildungen 
sind: 

1. Die winkeltreue oder konforme x ) Abbildung. 

Hierbei schliefien zwei Fortschreitungsrichtungen auf der einen 
Flache stets den gleichenWinkel cin, wie die entsprechenden auf der zweiten 
Flache. Zwei Kurven der einen Flache schneiden sich unter demselben Winkel 
wie die entsprechenden Kurven der anderen Flache; zwei entsprechende 
unendlich kleine Dreiecke sind ahnlich. Man sagt daher auch, daB 
die Abbildung in den kleinsten Teilen ahnlich sei. 

2. Die flachentreue Abbildung. 

Hierbei haben zwei entsprechende Stticke der beiden abgebildeten 
Flachen, speziell also auch zwei entsprechende unendlich kleine 
Dreiecke, den gleichen Inhalt. 

3. Die Abbildung, die zugleich winkeltreu und fliichen- 
treu ist. 

In diesem Fall sind zwei entsprechende unendlich kleine Dreiecke 
beider Flachen ahnlich und inhaltsgleich, d. h. kongruent. Es liiBt sich 
dann im allgemeinen, wie wir weiter untensehen werden (§35), die eine Flache 
ohne Faltung oder Dehnung und ZerreiBung auf die andere aufbiegen oder 
abwickeln; man sagt daher die Flachen seien aufeinander abwickelbar 
oder ineinander verbiegbar (deformierbar), und nennt diese Art der 
Abbildung Abwicklung (Verbiegung) oder Deformation. — Ein Beispiel 
bieten die in § 12 behandelten auf die Ebene abwickelbaren Flachen. 


x ) Nach Schubert, „De projectione sphaeroidis ellipticae geographica“. 
Nova Acta Petrop. V, p. 130—146 (1788). 


10* 
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Wir beschaftigen uns in den folgenden Paragraphen genauer mit diesen 
drei Arten der Abbildung. Die erste (konforme) Abbildung steht in engem 
Zusammenhang mit den in § 30 behandelten Liniensystemen (Minimallinien, 
isometrische Linien), die dritte mit dem KrummungsmaB der Fl&che. 

§ 32. Konforme Abbildung. 

Das Problem der Abbildung von Flachen auf Flachen ist aus einer prak- 
tischen Aufgabe entsprungen, namlich von der Erdkugel eine geographische 
Karte zu entwerfen. Eine solche Karte ist eine ebene Figur, welche die Erd¬ 
oberflache oder einen Teil derselben darstellt. Die Herstellung einer solchen 
Karte hatte nun gar keine Schwierigkeit, wenn die Erdoberflache in eine 
Ebene abgewickelt werden kdnnte; diese Abwicklung, bzw. eine ahnliche 
Verkleinerung derselben, ware dann eine alien Anforderungen entsprechende 
Karte. Nun ist aber die Erde nahezu eine Kugel und wird im folgenden als. 
solche betrachtet. Eine Kugeloberflache oder ein Teil derselben laBt sich 
aber (der strenge Beweis hierfiir wird sich spater in § 35 ergeben) nicht in 
eine Ebene abwickeln. Es ist also unmoglich, einen Teil ihrer Oberflache 
in einer Ebene darzustellen, ohne die gegenseitige Lage der einzelnen Orte,. 
d. h. ihre Abstande voneinander zu andern. Eine geographische Karte gibt 
daher stets ein verzerrtes Bild der Erdoberflache. Man hat sich aus diesem 
Grunde damit begnugen miissen, Karten herzustellen, die wenigstens in 
kleinen Partien ein ahnliches Bild des betreffenden Kugelteils geben, so 
daB also die Winkel, die z. B. zwei sich kreuzende Strafien oder Fliisse mit 
ihren Nebenfltissen bilden, in ihrer wahren GroBe auf der Karte zur Dar- 
stellung kommen (konforme Abbildung). Eine solche Abbildung ist dann 
aber nicht zugleich flachentreu. Umgekehrt kann man flachentreue Karten 
herstellen, die aber dann nicht winkeltreu sind. Die alteste bekannte kon¬ 
forme Abbildung einer Kugel auf die Ebene ist die von Ptolemaus her- 
riihrende stereographische Projektion. Weiterhin haben sich mit dem 
Problem der Kartographie in hervorragender Weise Lambert 1 ), Euler 2 ) 
und Lagrange 3 * * ) beschaftigt. 

Die Frage der Kartographie wurde nun von der Koniglichen Sozietat 
der Wissenschaften in Kopenhagen im Jahre 1822 zu folgender Preisfrage 
verallgemeinert: „Die Teile einer gegebenen Flache auf einer anderen Fldche 
so abzubilden, daB die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen 
ahnlich wird/ 6 GauB hat diese Preisfrage in voller Allgemeinheit gelost 
(GauB’ Werke IV, 189—216), und zwar auf ahnlichem Wege wie Lagrange 
fur spezielle Falle. 


1 ) Lambert, „Beytrage zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwen- 
dung**. 1772, S. 105—192. 

2 ) Euler, „De repraesentatione superficiei sphaericae super piano**. AcL 

Petrop. 1777, I, p. 107—132. 

a ) Lagrange, „Sur la construction des Cartes g6ographiques“, Berlin, Nouv.. 

m6m. 1779, p. 161—210. 
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Nach den Untersuchungen des letzten Paragraphen ist es nicht schwer, 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen anzugeben, daB zwei 
Flachen konform aufeinander abgebildet sind. Die Flachengleichungen seien 
durch die Gleichungen (3) des § 31, also durch 

Mj x=f(u,v), y=<p(u,v), z=y{u,v), 

#i = /i(w, v), y 1 = <p x (u, v ), z 1 ^y> l {u,v) 

gegeben. Jedem Wertepaare u, v entspricht ein Punkt P der Flache S und 
ein Punkt P x der Flache S x ; soil nun diese Abbildung konform sein, so muB 
das Strahlenbiischel der Flachentangenten in P kongruent auf das Strahlen- 
biischel in P 1 bezogen sein. Da nach § 31 die beiden Blischel projektiv sind, 
so geniigt es, daB je zwei orthogonalen Tangenten aus P zwei orthogonale 
Tangenten aus P x entsprechen. Durch die Gleichung 

(2) A du 2 + 2 B du dv + Cdv 2 — 0 
werden auf jeder Flache zwei Tangenten bestimmt; ist nun 

(3) EC - 2FB + GA =0, 


so sind diese Tangenten auf S nach § 17, (31) orthogonal; dann muB also 
wegen der winkeltreuen Abbildung auch 

(4) E X C - 2 F 1 B +G X A == 0 

sein, vtoE^F^G-l dieFundamentalgroBen fiir S x sind. JedesTripelvonGrdBen 
A,B,C, das (3) befriedigt, muB auch (4) geniigen, dazu ist notwendig und 
hinreichend, daB 


(5) E:F:G = E 1 :F 1 :G 1 

ist. Wir wollen auch noch analytisch zeigen, daB auf Grund von (5) die 
Flachen konform aufeinander abgebildet sind. Dazu benutzen wir die 
Formel (24) des § 17 


<6) cos (ds x ds 2 ) = 


Edu 1 du 2 + F(du x dv 2 + du 2 di\) + Gdv x dv 2 
]/E du\ + 2Fdu 1 dv 1 4- G dv\ YE du\ -j- 2 F du 2 dv 2 -f- Gdv% 


Ersetzt man rechts E, F, G durch E l7 F x , G l7 so erhalt man den Kosinus 
des Winkels der entsprechenden Tangenten auf S x ; wegen (5) hat dieser 
denselben Wert wie in (6), w. z. b. w. Man hat also den 

Satz 1. Eine durch die Gleichungen (1) vermittelte Abbildung zweier 
Flachen S und S x ist dann und nur dann konform, wenn 
(7) E:F:G = E 1 :F 1 :G 1 


ist . 

Hieraus folgt nun, daB den Richtungen der Minimallinien in P diejenigen 
in P x entsprechen; denn ein Verhaltnis du : dv, das ds — 0 macht, erfullt 
wegen (7) auch ds x = 0. Umgekehrt sieht man, daB eine Abbildung bei der 
den Minimalrichtungen in P diejenigen in P x entsprechen, notwendig eine 
konforme ist. Denn wenn sich aus ds = 0 und ds x = 0 dieselben Werte von 

ergeben, so mussen notwendig die Gleichungen (7) bestehen. 
dv 
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Damit ist das notwendige und hinreichende Kriterium dafiir aufgestellt, 
ob eine in Form der Gleichungen (1) gegebene Abbildung konform ist oder 
nicht; ist dies Kriterium nicht erfiillt, so kann man stets eine solche dadurch 
finden, daB man neue Parameterkurven einfuhrt. Erfiillt ist nun das Kri¬ 
terium stets, wenn das Linienelement die Form hat wie in § 30, (10) und 
(21), d. h. wenn die Parameterkurven Minimallinien oder isotherme Linien 
sind. Wir fiihren also, um eine konforme Abbildung herzustellen, auf beiden 
Flachen die Minimallinien als Parameterkurven ein und ordnen diese ein- 
ander zu. Sind wieder a, ft bzw. ft x die Parameter der Minimalkurven, 
so vermitteln die Gleichungen 

(8) x = F(* 1 ), ft^F x (ft x ) 

oder 

(9) « = m), 

die allgemeinste konforme Abbildung. Soil diese insbesondere reell sein, 
d. h. soil einem reellen Punkt der einen Flaehe ein reeller Punkt der andern 
entsprechen, so miissen F und F x konjugierte Funktionen (§ 30) sein, da ja 
a und ft, a x und ft 1 fur reelle Flachenpunkte konjugiert imaginar sind. Die 
Bedingung, daB F und F 1 konjugierte Funktionen sind, ist insbesondere 
dann erfiillt, wenn fur beide eine und dieselbe reelle Funktion gesetzt wird. 
Die Linienelemente beider Flachen haben dann nach § 30, (10) die Form 
ds 2 = X 2 da dft , ds\ = X\ da 1 dft x . 

Wir wollen nun in den Abbildungsformeln (8) oder (9) statt der kom- 
plexen Parameter a , ft bzw. a x , ft 1 der Minimalkurven beider Flachen fur beide 
Flachen reelle Parameter, namlich isometrische einfiihren. Wir setzen 
daher 

a — u -{- iv, ft = u — iv, 
a 1 = u ± + Wn fti — u i — i v y 

wo die hier eingefiihrten Parameter u , v natiirlich andere sind, als die zu 
Anfang benutzten allgemeinen. 

Nunmehr gehen die Linienelemente liber in 

(10) ds 2 = X 2 ( du 2 + dv 2 ), 

(11) ds 2 = X\ (du\ + dv\). 

Die Abbildungsformeln werden nach (8) und (9) 

(12) u + iv = F(tt! + iv i), u — iv — Fji^ — iv x ), 

oder 

(13) u + iv s= F{u x — iv x ), u — iv = F 1 (w 1 + iv x ), 

wo F und F 1 konjugierte Funktionen (oder speziell eine und dieselbe reelle 
Funktion) sind. Jedem Punkt (u x , v x ) der einen Flaehe ist durch die Ab¬ 
bildungsformeln (12) oder (13) ein Punkt ( u , v) der andern Flaehe zugewiesen* 
DaB durch die Formeln (12) bzw. (13) die beiden Flachen nun in der Tat 
konform aufeinander abgebildet werden, geht aus dem Vorhergehenden her- 
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vor. Man liberzeugt sich iibrigens hiervon nachtraglich leicht dadurch, daB 
man in (10) mit Hilfe von (12) bzw. (13) statt der Parameter u , v die Para¬ 
meter u Xl v x einfiihrt; es ergibt sich so, daB die Bedingung (7) wirklich erfiillt 
ist. Man hat daher den 

Satz 2. Eine Flache S wird in der allgemeinsten Weise reell auf eine 
andtre Flache S 1 konform abgebildet dadurch , daft man die isometrischen Para¬ 
meter u und v von S gleich dem reellen (imaginaren ) bzw. imaginaren (reellen) 
Teil einer beliebigen analytischen Funktion der komplexen Variablen u x + iv x 
setzt , wo u 1 und v x die isometrischen Parameter der Flache S 1 sind. 

Das Eingeklammertc gilt, wenn die Formeln (13) benutzt werden. 

Zusatz. Insbesondere erhiilt man eine (spezielle) konforme Abbildung 
der Flache auf die :n/-Ebene durch die Formeln 

x — u; y = v. 


Von Wichtigkeit ist noch das Verhaltnis V der Linienelemente ds und 
ds x . Dasselbe bestimmt die lineare VergroBerung, die bei der Abbildung 
auftritt, wahrend seinQuadrat V 2 die FlachenvergroBerung angibt. Es 
ist nach (10) und (11) 


(14) 


_ ds 2 A 2 (da 2 + dv 2 ) 

~ ds\ ~ K\(du\ + dv\) ’ 


also bei Benutzung der Abbildungsformeln (12) 

(15) V 2 = F '( u i ■+ 

wo F'(u x + ivj) die Ableitung nach dem komplexen Argument u x + iv x und 
F\ (iij — iv^ die hierzu konjugierte GroBe bedeuten. Aus (15) folgt noch, 
daB fur die Punkte (u l7 v x ), fiir dieF'^ + iv x ) und damit auchF^Wj — iv x ) 
gleich Null ist, die Abbildung aufhbrt, konform zu sein. Darum setzen wir 
fur den abzubildenden Flachenbereich voraus, daB in ihm F'(u i + iv x ) =(= 0 ist. 

Der Unterschied zwisclien den Abbildungen (12) und (13) er¬ 
gibt sich durch folgende Uberlegung: Wir bestimmen den Winkel w y den das 
Linienelement ds mit der Isotherme v = const, bildet und ebenso den Winkel 
w x des Linienelements ds x mit der Isotherme v x — const. Nach § 17, (24) 
und (25) oder aus der Fig. 17 S. 84 ist 

ds cos w = Adu, ds sin w -= A dv ; 
ds x cos Wj — A x du x , ds x sin w x — A x dv x . 


Hieraus folgt 
(16) e 2iw 


du + idv 
dn — idv ’ 




du x + idv x 
du x — idv x 


Dividiert man diese beiden Gleichungen, so folgt 


= < d u ± L d Jh - idv i) 

(du — idv) (dv x -f idv x ) ’ 


also, wenn wir die Abbildung (12) benutzen, 
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c 2t*(w—*»i) = 


F'(u x -f iv x ) 
F\(u x — iv x ) ' 


Setzt man F'(u x + iv x ) = Re itp , wo i? und # reelle Funktionen von u x und 
v x sind, so ist F'(u x — iv x ) = Re"' 4, und darum 


Es folgt somit 


+ frl) _ e 2,<^ 
^'(«1 - *%) ~~ 

g2t(tr—iCj) „ 


Oder 


(17) 


w — w x — 0. 


Da nun 0 fiir ein bestimmtes Paar zugeordneter Punkte P und P x konstant 
ist, so wachst w mit w x . Die Zuordnung der Fortschreitungsrichtungen erfolgt 
so, da£ die beiden Strahlenbiischel der von P und P x ausgehenden Linien- 
elemente den gleichen Drehsinn haben. Man sagt dann: Die Abbildung 
(12) ist eine Abbildung im gleichen Sinne oder eine Abbildung 
ohne Umlegung der Winkel. 

Multipliziert man die beiden Gleichungen (16) und wendet die Ab¬ 
bildung (13) an, so erhalt man auf ganz entsprechende Weise 

(18) w 4- w x = W, 

wo W wieder eine reelle Funktion von u x und v x ist. In diesem Fall entspricht 
also einem Zuwachs von w eine gleich groBe Abnahme von w x : die beiden 
Strahlenbiischel haben entgegengesetzten Drehsinn. Die Abbildung (13) 
heiBt daher eine Abbildung im entgegengesetzten Sinne oder 
eine Abbildung mit Umlegung der Winkel. 

Zur Veranschaulichung der beiden Arten von Abbildungen vergleiche 
man in der Eben$ die Kongruenz und die Svmmetrie als spezielle Falle kon- 
former Abbildung. 

Die Abbildungsformeln sind hierbei 

x x + fyi — x + iy fur die Kongruenz, 

x x + iy x — x — iy fiir die Symmetrie mit der #-Achse als Sym- 

metrieachse. 


§ 33. Beispiele fiir konforme Abbildung. 

I. Ebene auf Ebene. 

Die rechtwinkligen Koordinaten x , y eines Punktes der Ebene sind, 
wie sich in § 30 zeigte, thermische oder isometrische Parameter. Sind also 
x u Vi die Koordinaten eines Punktes einer zweiten Ebene, so sind nach § 32, 
(12) und (13) die allgemeinsten Formeln fiir eine reelle konforme Abbildung 
(1) x + iy = F(x x + iy x ), x — iy = F x (x x — iy x ), 
oder * 


(la) x + iy = F(x x — iy x ), x — iy = F x (x x + iy x ), 
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wo wieder F und F x konjugierte Funktionen (§30) sind. Die konforme Ab¬ 
bildung zweier Ebenen beifit auch isogonale Verwandtschaft. 

Das VergrdBerungsverhhltnis V ergibt sich, wenn die Formeln (1) 
benutzt werden, aus 

V s = F'(x x + iy t ) ■ — iyj 

oder 

V = \ F f (x 1 + iy 1 )\. 

Als Beispiel wahlen wir die sogenannte Abbildung durch reziproke 
Radienvektoren oder Inversion 1 ). Hierbei ist ein Punkt P(x,y) der 
einen Ebene einem Punkt P x (x^ y x ) der andern derart zugeordnet, daB die 
Verbindungslinie jedes Punktes mit dem Koordinatenursprung O bzw. O x 
in jeder Ebene den gleichen Winkel mit der positiven ar-Achse macht, und 
daB das Produkt OP • konstant = a 2 ist. Denkt man sich die beiden 
Ebenen so aufeinandergelegt, daB die positive rc-Achse mit der positiven 
a^-Achse, und ebenso die positive y-Achse mit der positiven y 1 -Achse zu- 
sammenfallt, so haben wir eine Abbildung der Ebene auf sich selbst. Jeder 
Punkt P liegt mit seinem Bildpunkt P 1 auf demselben Ursprungsstrahl: die 
Punkte eines Kreises um den Koordinatenursprung mit dem Radius r gehen 

a 2 

liber in die Punkte eines konzentrischen Kreises mit dem Radius — . Jeder 

r 

Punkt desjenigen Kreises, der mit Radius a um den Ursprung beschrieben 
ist, fallt mit seinem Bildpunkt zusammen; dieser Kreis heiBt Inversions- 
kreis. 

Nach dem oben Gesagten sind nun die Abbildungsformeln 

( 2 ) x 2 +y 2 = ~r a2 * Xl 


xl+yV y 


1 

Vi 


oder, nach x und y aufgelost, 

(3) * = 

Aus (3) folgt 

(4) x -f iy = 


a 2 x t 


>/2» y — 


a 2 yi 

*i + y\ 


iy i 


X -iy = - Xl -+i 


y i 


Diese Gleichungen haben die Form (13) von § 32, woraus sich ergibt, daB die 
Inversion eine konforme Abbildung, und zwar eine mit Umlegung der 
Winkel ist. 

Man beweist leicht folgende Satze fur diese Abbildung: 

Jede Gerade, die nicht durch den Ursprung geht, wird in einen Kreis 
durch den Koordinatenursprung ubergefiihrt und umgekehrt. 

Jeder Kreis, der nicht durch den Koordinatenursprung geht, wird in 
einen Kreis abgebildet. 


x ) Zuerst behandelt von Pliicker, „Analytisch-geometrische Entwicklungen u , 
1828, I, Nr. 184, in Crelles Journ. Bd. XI, S. 219; ausfiihrlicher von Liouville 
(Liouv. Journ. Bd. XII) und daher haufig nach ihm benannt. 
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Jeder Kreis durch zwei zugeordnete Punkte fallt mit seinem Bild zu- 
sammen und schneidet den Inversionskreis rechtwinklig. 


Anmerkung 1. 

x + iy 


Hatte man als Transformationsgleichungen gewahlt: 
n 2 a 2 

*1 — iy x 9 

so hatte man statt des Bildpunktes P von P x im vorigen Falle sein Spiegelbild in 
bezug auf die x-Achse erhalten. 


a* 

xj + iy i ’ 


x — iy 


II. Kugel auf Ebene. 


Dieser Fall ist wegen seiner Wichtigkeit ftir die Kartographie von 
besonderem Interesse. 

Als Parameter fur die Kugel wahlen wir die thermischen Parameter u 
und v, die in §30, (26) eingefiihrt sind. Die Gleichungen der Kugel lauteten dort: 

_ 2 u ___ 2v _m 2 -j- t’ 2 — 1 

x ~~ u 2 - j- v 2 + 1 ’ ^ ““ u 2 + v 2 + 1 ’ Z ~~ u 2 + v 2 + 1 ’ 


und ftir das Linienelement war gefunden 

4 (du 2 -f- dv 2 ) 


( 6 ) 


ds 2 


(it 2 + v 2 + l) 2 

In der Ebene wahlen wir als thermische Parameter die rechtwinkligen 
Koordinaten re 1? y v Nach § 32, (12) sind alsdann die Abbildungsformeln 


(7) u + iv = F(x x + iy x ), u — iv ^ F x (x x — iy x ), 
wo wieder F und F x konjugierte Funktionen sind. Je nachdem die willkiir- 
liche Funktion F gewahlt wird, erhalt man verschiedene Abbildungen. Wir 
betrachten zwei derselben, die fur die Kartographie besonders wichtig sind. 


1. Die stereographische Projektion. 

Die einfachste konforme Abbildung der Kugel auf die Ebene wird durch 
die Gleichungen 

u -j- iv = x x + iy x , u — iv = x x — iy x 

oder 

Vi — v 

vermittelt. 

Hiernach ergeben sich fur die rechtwinkligen Koordinaten der Kugel 
(x, y , z) und der Ebene (® 1? y x ) nach (5) die Beziehungen 

(8) x = __ v - _M_ 2 = 5L±yf _=i 

«i + y\ + i ’ y + y\ +1 ’ *i + y\ +l' 

Durch diese Formeln ist jedem Punkte (x Xl y x ) der Ebene ein Punkt 
(z, y, z) der Kugel zugeordnet. Aus ihnen folgen leicht die beiden Gleichungen 

(9) %(! —z)=x, 2 /i( 1 — 2 ) = y. 

Die Abbildung lafit sich in einfacher Weise geometrisch deuten, wenn 
wir Ebene und Kugel in einer speziellen gegenseitigen Lage annehmen, nam- 
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lich so, daB die x x - und 2 /x-Achse der Ebene beziiglich mit der x - und y-Achse 
der Kugel zusammenfalien (vgl. Fig. 29). 

1st dann N der Punkt, wo die z-Achse 
die Kugel schneidet, so folgt aus (9), daB 
der Punkt P(x , y, z) der Kugel und der 
Punkt P x (x x , y x , 0) der Ebene mit dem Punkt 
N in einer Geraden liegen. Man erhalt also 
zu jedem Punkt P der Kugel sein Bild P x 
in der Ebene, indem man P von N aus in 
die Ebene projiziert. Man nennt die hier 
betrachtete konforme Abbildung stereo- 
graphische Projektion. FaBt man N als 
Nordpol, die z-Achse als Achse der Erde auf, 
so sieht man, daB die Meridiane sich als Fig. 29. 

Gerade durch den Ursprung des Koordi- 

natensystems, die Parallelkreise als konzentrische Kreise um denselben ab- 
bilden. Einem Kreis auf der Kugel, dessen Ebene die Gleichung hat: 

Ax + By + Cz + D — 0, 
entspricht nach (8) in der Ebene die Kurve 

2-4 + 2 By 1 + C(x\ + y\ — 1) -f D(x\ +y\ + 1) = 0, 

die ebenfalls ein Kreis ist, wenn C und D von Null verschieden sind. Daraus 
ergibt sich: 

Satz 1. Wird das System der Meridiane und Parallelkreise von einem 
beliebigen Punkte der Kugel aus stereographisch projiziert , so ergibt sich als 
Bild der Meridiane ein System von Kreisen , welche durch die projizierten Pole 
hindurchgehen , und als Bild der Parallelkreise ein System von Kreisen, welche 
die ersteren orthogonal schneiden. 

2. Mercatorprojektion. 

Eine andere wichtige Abbildung der Kugel auf die Ebene erhalt man, 
wenn nach (7) 

a + iv = e Zl + t!/i , u — iv — e x *~ %Vl 
gesetzt wird. Durch Trennung der reellen und imaginaren Teile folgt 
u — e Xl cos y x , v — e Xl sin y x 

und nach (5) 

//IAX _ 2e x * cosy, 2e x isiny 1 e 2 ^ — 1 

(10) x “' 2 *7 i ’ y ~~ -^T+T ’ z ~ e 2^1 w~\i * 

Durch (10) ist wieder jedem Punkte (x x ,y x ) der Ebene ein Punkt 
(x,y,z) der Kugel zugeordnet. Den Parallelkreisen (z ~ const.) der Kugel 
entsprechen in der Ebene die Parallelen zur y-Achse (x x — const.), den Meri- 
dianen x:y — const, der Kugel die Parallelen zur a^-Achse (y x — const.). Das 
Gradnetz der Kugel bildet sich also in der Ebene als zwei Scharen von Paral- 
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lelen ab, die sich senkrecht schneiden. Diese Art der Abbildung heifit 
Mercatorpro jektion (Mercator 1569) und wird hauptsachlich zur Her- 
stellung von Seekarten benutzt, und zwar aus folgendem Grand: Der See- 
mann richtet bekanntlich den Lauf des Schiffes nach dem KompaB derart, 
daB die Langsachse des Schiffes mit der Linie Nord-Slid immer denselben 
Winkel bildet. Solange sich dieser Winkel nicht &ndert, beschreibt also das 
Schiff eine Kurve, die die Meridiane iiberall unter demselben Winkel schneidet 
und „Loxodrome“ heiBt [Bd. II, § 40, Aufg. 1.]. Diese Loxodromen bilden 
sich, wie man unmittelbar sieht, auf der Mercatorkarte als Geraden ab. Um 
also den Kurs eines Schiffes zu ermitteln, das von einem Orte A nach einem 
andern B fahren soli, hat man einfach auf der Mercatorkarte A undBdurch eine 
Gerade zu verbinden. — Fiihrt man auf der Kugel die geographische Lange A 
und das Komplement der geographischen Breite ft ein (s. Fig. 29), so ist 

( 11 ) x = cos A sin ft, y = sin A sin ft, z = cos/5, 
und hieraus nach ( 10 ) 

= lgctg- 5 -, y l = L 

Diese Formeln ermoglichen, aus der geographischen Lange A und Breite 
90 — /5 eines Punktes die Koordinaten x x , y 1 seines Bildes auf der Mercator¬ 
karte zu berechnen. Da sich in der Karte alle Parallelkreise gleich lang ab- 
bilden, und die Entfernung zweier Parallelkreise von gleicher Breitendifferenz 
gegen die Pole hin sehr stark wachst, so ist die Verzerrung um so starker, je 
weiter die abzubildenden Punkte vom Aquator entfernt sind. 


III. Abbildung der Kugel auf sich selbst. 

Als Parameterkurven der Kugel wahlen wir die Minimallinien. Ihre 
Gleichungen sind dann nach § 30, (19) 


( 12 ) 


1 — ocft 


x -p * y - »-p 
und das Linienelement ist nach § 30, (18) 

4 deed ft 


i( 1 + ocft) 


~f~ ft 

' oc -ft 


(13) 


ds 2 = 


(* “ ft? 


Jedem Wertepaar oc, ft entspricht ein Kugelpunkt, und zwar ein reeller, 

1 

wenn oc und — ^ konjugiert imaginar sind (s. § 30). Einem anderen Werte¬ 
paar oc x , ft x derselben Art entspricht dann ein Kugelpunkt (x x , y x , z x ), wo 


(14) 


x, — 


1 — *i/?x 


Vi 


i(l ±* i§J 

*1 — Pi 


®i Pi ’ 

ist, und das Linienelement ds x ergibt sich aus 

d 5 \ ds^ — 4 doc x dft x 

(lb) ds ' - (oc x - ft x r- • 

Setzen wir nun 


. + ft i 

OC x fti 
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(16) *i = F(*)> ft = 


so ontspricht jedem Kugelpunkt (oc, P) ein zweiter (a 2 , ft). Die Kugel ist 
also auf sich selbst abgebildet, und zwar konform, weil die Minimallinien 
einander zugeordnet sind (§ 32). Die Abbildung ist reell, wenn sich <x x aus 


(16) als die zu — - 5 - konjugierte GroBe ergibt. 

Pi 

Wir betrachten den speziellen Fall der line aren 


(17) 


aoc + b 


ft = 


ap -\-b 
cp +d 


Substitution 


wo a, b , c, d beliebige komplexe Konstanten sind. Die Abbildung (17) ist 
also im allgemeinen keine reelle (s. Anmerkung 2). Aus (13) und (15) folgt 
leicht 


ds 2 — ds \, 


d. h. entsprechende Linienelemente sind gleich groB, und entsprechende 
unendlich kleine Dreiecke sind kongruent. Daraus folgt, daB auch ent¬ 
sprechende endliche Figuren kongruent oder symmetrisch sind. Nach dem 
am SchluB von § 32 Gesagten sieht man leicht, daB die Abbildung eine Ab¬ 
bildung ohne Umlegung der Winkel ist, d. h., daB entsprechende Figuren 
kongruent sind. Die Abbildung (17) bewirkt also einfach eine Verschiebung 
der Kugel in sich selbst. Es gilt also der 

Satz 2. Eine lineare Substitution , gleichzeitig auf die Parameter oc und P 
angewendet , slellt eine Bewegung der Kugel in sich selbst dar (Cayley) 1 ). 

Bei dieser Bewegung bleiben gewisse Punkte in Ruhe, namlich die- 
jenigen, welche mit ihrem Bilde zusammenfallen. Fiir diese ist oc = oc ly 
P = ft; oc und P sind also nach (17) die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
in x 

cx 2 + (d — a)x ~ b — 0. 


Sind nun A und B die Wurzeln dieser Gleichung, so bleiben folgende 
vier Punkte in Ruhe: 


1 . 


oc — A 
.p = B\ ’ 


2 . 


oc — B 


oc — A] 

'« = B 

[p^A]' 4 - 

[p = B\ 


Die beiden ersten sind die Endpunkte eines Durchmessers; denn bei 
einer Vertauschung von oc und P andern nach (12) alle drei Koordinaten 
eines Kugelpunktes ihr Vorzeichen. Die beiden letzten Punkte, fiir welche 
oc — P ist, liegen nach (12) auf dem unendlich fernen Kugelkreis Da nun 
die Gleichung ds 2 — ds% (wie wir hier nicht ausfiihrlich beweisen wollen) 
immer auch auf (17) fiihrt, so folgt daraus der auch in der Kinematik viel- 
gebrauchte 


Man vergleiche die Note von Cayley im 15. Bande der Math. Ann. (1879): 
„On the Correspondence of homographics and rotations", wo die Formel (18) zum 
ersten Male explizite aufgestellt ist. 
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Satz 3. Zwei beliebig liegende kongruente Figuren auf der Kugelober- 
flache konnen stets durch Rotation um einen Durchmesser zur Deckling gebracht 
werden. 

Daraus folgt der 

Zusatz. Jede durch aufeinanderfolgende Drehungen um verschiedene 
durch einen festen Punkt gehende Achsen hervorgebrachte Lageanderung 
eines starren Korpers kann durch eine einzige Drehung um eine durch den 
Punkt gehende Achse bewerkstelligt werden. Diese Drehungen bilden also 
eine Gruppe. 

Anmerkung 2. Soli die Abbildung (17) reell sein, so muB nach dem oben 

1 

Bemerkten sich aus (17) als die zu — konjugierte GroBe ergeben. Zunachst 

Pi 

ist namlich 


1 c@ -j- d 

Pi a P + b 


Bezeichnet man nun die zu a, 6, c, d konjugiert imaginaren GroBen mil a 0 , 


1 

c o» d 0 , so ergibt sich durch Gleichsetzen von <x t mit der zu — -- konjugierten 


GroBe, da a konjugiert zu 



oa + b _ d 0 a — c 0 
coc + d — b 0 oc -h a 0 * 

Diese Gleichung ist nur dann fur alle Werte von ot identisch erfiillt, wenn 
d = a 0 ; a = d 0 ; c — — b 0 ; b — — c 0 

ist, d. h. wenn d zu a (und darum auch a zu d) und c zu — b konjugiert ist. Also 
sind die Formeln fur eine reelle Abbildung 


(18) 


CL (X -f" b 

-b 0 <x 


Pi = 


ci P -j- b 


a o ' -^0 P + a o ’ 

dabei sind also a Q , b 0 die zu a und b konjugierten Konstanten. 

Anmerkung 3. Die Form (18) stellen in einfacher Wcise eine Drehung 
des Koordinatensystems dar. Man findet in der Tat ohne Schwierigkeit mit Hilfe 
der Gleichungen (12) und (14), daB die Koordinaten x , y, z mit den Koordinaten 
*i. 2/i» durch die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution mit der Deter- 
minante -f 1 zusammenhangen. Man erhalt so die bekannten Euler-Cayleyschen 
Gleichungen 1 ). 


§ 34. Flachentreue Abbildung. 

Eine flachentreue Abbildung ist nach § 31 eine solche, bei der jedem 
unendlich kleinen Dreieck auf der einen Flache ein inhaltsgleiches auf der 
anderen entspricht, woraus folgt, daB auch entsprechende Stticke von end- 
licher GroBe auf beiden Flachen inhaltsgleich sind. Die flachentreue Ab¬ 
bildung ist fur die Kartographie gleichfalls von Bedeutung. 

J ) Vgl. z. B. Baltzer, „Theorie und Anwendung der Determinanten“, 5. Aufl. 
1881, §14, 6 und die dort angefiihrte Literatur. Oder Salmon-Fiedler, „Analytische 
Geometrie des Raumes“, 5. Aufl. 1922, S. 318. 
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Um eine flachentreue Abbildung zweier Flachen aufeinander herzu- 
stellen, geniigt es, jede derselben flachentreu auf die Ebene abzubilden; 
denn durch Vermittlung dieser Ebene sind dann auch die beiden Flachen 
flachentreu aufeinander bezogen. Darum behandeln wir hier nur die Aufgabe, 
eine gegebene Flache, die die Gleichungen 

( 1 ) x = f(u,v), y — <p(u, v), z = y>(u,v) 

besitzen moge, flachentreu auf die Ebene abzubilden. Die Glei¬ 
chungen der Ebene nehmen wir in der Form 

( 2 ) x = 0(u , v), y = W(u, v), z = 0 

an und bestimmen die Funktionen 0 und W so, daB die durch (1) und (2) 
vermittelte Abbildung flachentreu ist. Das Flachenelement dJ der Flache (1) 
ist nach § 17, (16) 


(3) dJ = + ]/ EG — F 2 dudv. 

Fur das Linienelement der Ebene (2) erhiilt man 




d0d0 
du dv 


dwdw \ 

~^ du dv f 


du dv 




(dw 

[dv 


dv 2 


und fiir das Flachenelement nach (3) 

]T , (d® W 

(r>) dJ' = ^ ; 


5 \ 

f J du dv , 


_ dwd0 

, du dv du dv 

wo wir annehmen konnen, daB die Klammer eine positive Zahl darstelle; 
dies kann notigenfalls durch Vertauschen von W mit — W erreicht werden, 
was einer Umklappung der Ebene um die #-Achse gleichkommt. Fiir die 
flachentreue Abbildung muB nun dJ — dJ ' sein und darum nach (3) und (5) 

d0.dW dWd0 _ \/~r^7' 

^ du dv du dv 

Hier kann eine der Funktionen, etwa W, noch willkiirlich gewahlt werden, 
worauf sich 0 durch eine lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung bestimmt. 

Als Anwendung behandeln wir die Aufgabe, eine Rotationsflache 
auf die Ebene flachentreu abzubilden, die fiir die Kartenkunde 
besonders wichtig ist. 

Bedeutet u den Bogen der Meridiankurve, v den Winkel irgendeiner 
Meridianebene gegen die srz-Ebene, so sind die Gleichungen der Rotations¬ 
flache nach § 23, (13) 

(7) x — r cost?, y — rsinv, z ~ f(u), 

wo r eine Funktion von u allein ist und zwischen r(u) und f(u) nach § 23, (12) 
die Beziehung r' 2 + /' 2 == 1 besteht. Das Linienelement lautet nach § 23, (14) 
ds 2 = du 2 -f r 2 dv 2 , und es ist also EG — F 2 = r 2 . Nach (6) erhiilt man also 

d0 dv d0 d0 
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wo wir rechts das Zeichen + genommen haben, da es ja nach dem Obigen 
auf das Zeichen nicht ankommt. Wir wahlen nun speziell W = v und erhalten 
aus (8) 

(9) 0 = Jrdu , W = v, 

wo zu dem Integral noch eine willklirliche Funktion von v hinzugefligt 
werden konnte. Nach (2) und (9) wird daher die Rotationsflache durch 
die Gleichungen 

(10) x = / rdu , y = v y z — 0 
flachentreu auf die Ebene abgebildet. 

Daher gehen die Parallelkreise u = const, in Parallele mit der y-Achse, 
die Meridiane v = const, in Parallele mit der s-Achse iiber. Natiirlich konnte 
man in (10) x und y miteinander vertauschen. 

Beispiel. Flachentreue Abbildung 
der Kugel auf die Ebene (vgl. Fig. 30). 

Die geographische Breite (Meridianbogen) 
sei w, die geographische Lange v, dann sind die 
Gleichungen der Kugel vom Radius — \: 

(11) x — cos u cos y = cosusinv, 
z = sin u. 

Es ist also hier die Funktion r in (7) 
y = cos u. 

Die Gleichungen (9) geben dann mit Ver- 
tauschung von x und y: 

(12) x = v, y — sin u, z = 0. 

Die Gleichungen (12) zeigen, daB man 

diese Abbildung selir einfach geometrisch auf 
folgende Weise erhalt: 

Man legt (vgl. Fig. 30) um die Kugel einen 
Rotationszylinder, der sie langs des Aquators. 
(u — 0) bertihrt, und zieht durch jeden Kugel- 
punkt P eine Gerade, welche die z-Achse senk- 
recht schneidet; der Schnittpunkt dieser Geraden mit dem Zylinder sei P x . Wickelt 
man nun den Zylinder in die Ebene ab, so ist das Bild von P. Es ist klar, 
daB diese Abbildung sich nur fur die Teile der Kugel eignet, die in der Nahe 
des Aquators liegen; die Flachenteile in der Nahe der Pole werden sehr stark 
verzerrt erscheinen, da ja die Parallelkreise bei der Abbildung alle gleich lang werden. 

§ 35. Deformation der Flachen. 

Als Deformation wurde in § 31 eine Abbildung bezeichnet, die sowohl 
konform als flachentreu ist, bei der also zwei entsprechende unendliche 
kleine Dreiecke auf beiden Flachen nicht bloB ahnlich, wie bei der konformen 
Abbildung, sondern auch kongruent sind; man kann daher die Deformation 
auch als konforme Abbildung mit dem konstanten VergrdBerungsverhaltnis 
= 1 bezeichnen. Wahrend nun aber zwei beliebige Flachen stets konform 
oder flachentreu aufeinander abgebildet werden kdnnen, ist dies nicht mehr 
moglich, wenn die Abbildung zu gleich konform und flachentreu sein soli; 
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es mussen namlich in diesem Falle die beiden Flachen gewissen Bedingungen 
geniigen, die wir spater (Bd. II, §5) entwickelnwerden. Sind diese Bedingungen 
fur zwei Flachen S und erfiillt, so sagt man (vgl. § 31), sie seien ineinander 
deformierbar Oder aufeinander abwickelbar. Der letzteren Bezeichnung 
liegt folgende Anschauung zugrunde: Man denke sich die Flache S und ent- 
sprechend auch in unendlich kleine, paarweise kongruente Dreiecke geteilt. 
Legt man nun ein Dreieck PQR von S auf das entsprechende P ± Q t R x von S 1 
und dreht dann die an PQR anstoBenden Dreiecke von S um die Seiten von 
PQR so weit, bis sie mit ihren entsprechenden von S x zusammenfalien usw., 
so sieht man, daB beide Flachen zur Deckung kommen, ineinander verbogen 
oder aufeinander abgewickelt sind. Als Beispiel mag die Abwicklung des 
Kegels oder Zylinders in eine Ebene dienen. Eine solche Verbiegung ohne 
Dehnung, d. h. ohne daB Dreiecke gedehnt werden, und ohne Faltung, 
d. h. ohne daB auf ein Dreieck der einen Flache zwei oder mehrere der andern 
fallen, heiBt Deformation oder Verbiegung schlechtweg. Bei der Defor¬ 
mation wird also nur der unendlich kleine Winkel anstoBender Dreiecke 
geandert. Damit nun eine solche Verbiegung wirklich stattfinden kann, 
muB natiirlich die Moglichkeit nachgewiesen werden, die Flache S einer stetigen 
Reihe von Gestaltsanderungen zu unterwerfen, deren letztes Glied S x ist. 
Ohne hierauf weiter einzugehen, nennen wir zwei Flachen dann ineinander 
deformierbar, wenn sie konform so aufeinander bezogen werden 
konnen, daB das VergroBerungsverhaltnis allenthalben =■ 1 ist. 
Oft nennt man die Deformation auch eine liingentreue Abbildung oder 
eine Isometrie. 

Die Gleichungen der beiden Flachen seien wieder 

(1) x = f(u,v), y = <p(u,v ), z = y>(u,v) 

und 

(2) = /i(w, v), = *1 = vAu, v). 

Jedem Wertepaare w, v entspricht also auf jeder der beiden Flachen 
ein Punkt, und wir fragen nun zuniichst nach der Bedingung dafur, daB die 
hierdurch bestimmte Abbildung konform und fliichentreu, daB also das Ver¬ 
groBerungsverhaltnis = 1 ist. Sind 

(3) ds 2 == Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 

und 

(4) du 2 + 2 Fj du dv + G x dv 2 

die Linienelemente der beiden Flachen, so ist nach § 32, (7) die Bedingung 
der Konformitat 

E :F :G = E 1 :F 1 :G 1 . 

Soil die Abbildung nun weiter auch fliichentreu sein, so muB dJ — dJ 3 
also nach § 17, (16) 

EG — F 2 = E 1 G 1 — F\ 

sein. 

Eommerell, Raumkurven. 1. H 
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Diese beiden Bedingungen sind dann, und nur dann erfullt, wenn 

(5) E = E x ; F — F x ; G = G x 
ist. Es ist also dann auch 

ds 2 = ds'l. 

Nach § 32, (14) ist also in der Tat das VergroBerungsverhaltnis == 1, 
und die Abbildung ist langentreu. 

Ist nun die Flache S 1 in einer anderen Form (mit anderen Parametern) 
gegeben, etwa 

(6) x t = /!(»!, v x ), y x = v x ), z x = y) x (u x , v x ), 

wo jetzt f xi y) x andere Funktionen als in (2) bedeuten, so muB es, 
falls die Flache auf S abwickelbar ist, moglich sein, u x und v x als Funktionen 
von u und v so zu bestimmen, daB die Linienelemente beider Flachen die¬ 
se lbe Form haben. Es gilt also der wichtige 

Satz 1. Zwei Flachen S und S x sind dann , und nur dann , ineinander 
deformierbar , wenn sick die Parameter u } , v x der einen Flache (etwa so als 
Funktionen der Parameter u, v der anderen Flache bestimmen lassen , da/?, bei 
Einfiihrung dieser Funktionen in den Ausdruck fur das Linienelement von 
dieses Linienelement mit dem von S iibereinstimmt., oder kurz, wenn die beiden 
Differential/ormen , welche die Linienelemente von S und S x darslellen , ineinander 
transformierbar sind. 

Anmerkung 1. Die allgemeine Frage, unter welchen Bedingungen zwei 
quadratische Differentialformen 

n n n n 

27 27 aik dxi dxk und 27 27 a\k dx\ dx'k 

i=l i-=l i=l i=l 

ineinander transformierbar sind, wurde angeregt durch die beriihmte Habilitations- 
schrift von B. Riemann, ,,fiber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde 
liegen“ (Ges. Werke, Nr. XIII; sic stammt aus dem Jahre 1854 und wurde in den 
Gottinger Abhandlungen Bd. 13 (1867) verofTentlicht). Hicr handelt sich um die 
Krummungsverhaltnisse mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten. In wichtigen 
Arbeiten haben Christoffel und Lipschitz (Journ. f. Math. 70 (1869)) das Problem 
gelost. An diese Arbeiten hat sich cine umfangreiche Literatur angesclilossen, die fur 
die Relativitatstheorie Einsteins von groBer Wichtigkeit geworden ist. Die teilweise 
recht langen und uniibersichtlichen Rechnungen in diesen Theorien wurden durch 
den “absoluten DifTerentialkalkiil“ von Ricci in einfacher und systematischer Weise 
dargestellt. Dazu kam die von Levi-Civitk entdeckte infinitesimale Parallel- 
verschiebung, die wir in Bd. II, § 6 kennen lernen werden. Vgl. Ricci und Levi- 
Civitk, „M6thodes de calcul difT6rentiel absolu.“; Math. Ann. Bd. 54,1901, S. 125 ff. 
und Levi-Civita, „Der absolute Differentialkalkul“. Berlin, Springer, 1928. 

Wir werden in Bd. II. § 5, in den Differentialparametern Beltramis ein 
Mittel kennenlernen, das entscheidet, ob zwei gegebene Flachen aufein- 
ander abwickelbar sind oder nicht. Dagegen soli hier noch eine andere wich¬ 
tige Frage erledigt werden, namlich: welche GrdBen andern sich nicht 
bei einer Verbiegung der Flache? Diese werden Biegungsinvarian- 
ten genannt. Geometrisch folgt ohne weiteres aus der Definition der Verbie¬ 
gung, daB hierbei derWinkel, unter dem sich zwei beliebigeFlachenkurven schnei- 
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den, und ebenso die Lange irgendeines Kurvenbogens auf der Flache ungeandert 
bleiben. Daherbleibt auch die kiirzeste Verbindungslinie zweier Flachenpunkte 
nach der Deformation die kiirzeste Linie, d. h. die geodatischen Linien bleiben 
bei der Verbiegung erhalten. Weiter werden wir bald in der sog. geodatischen 
Kriimmung eine Biegungsinvariante erkennen. Analytisch ist die Bedingung 
fur solche Biegungsinvarianten leicht anzugeben. Da namlich E , F , G bei der 
Verbiegung sich nicht andern, so sind alle Funktionen von E , F, G und ihren 
partiellen Ableitungen bei einer Deformation invariant. GauB hat nun — 
und es ist dies eine seiner schonsten und fruchtbarsten Entdeckungen — ge- 

1 

zeigt 1 ), daB sich das KriimmungsmaB k — w-g- i* 1 einem Flachenpunkte 

lediglich durch die GroBen F, F, G und ihre Differentialquotienten darstellen 
liiBt. Das KriimmungsmaB ist somit eine Biegungsinvariante, 
und entsprechende Punkte zweier ineinander deformierbaren Flachen haben 
gleiches KriimmungsmaB; bei der Abwicklung der einen Flache auf 
die andere kommen also die Kurven konstanten Kriimmungs- 
mafies zur Deckung. 


Um den Satz von GauB zu beweisen, gehen wir aus von § 20, (17): 

1 DO" — iy 2 

< 7 > * = « = -EO---W * 

Wir bilden nun A 2 {DD" — /)' 2 ), indem wir die in § 18, (3) stehenden 
Determinantenausdriicke fur A • D und A • D" nach Spalten multiplizieren 
und vom Produkt das ebenso gebildete Quadrat von A • D' abziehen. Man 
erhiilt so 




Ex uu x vv £x uu x u Ex uu x v 


E(x u „) 2 

Ex uv x u Ex uv x v 

(I)D" - D' 2 )A 2 = 

Ex w x u E F 

— 

Ex m x u 

E F 



Ex vv $ v F G 


Ex m x v 

F G | 


•X'W (*^l/w ) 2 ^* 3 CuU % U %V 


0 

Ex uv x u Ex uv x v 

II 

ST 

Ex 

x u E F 

— 

Ex ur x u 

E F 


Ex m x„ F G 

i 

Ex m x„ 

F G 


Nach § 26, (15) hat man nun 

dm " - F A 

Hu ~* m ~ 2 


Guv Exuu% VV -f“ Exvvu%u y 


dm ' 
dv ~~ 



— E(Xuv) m ~f" EXwu%u, 


also 


dm" dm ' __ 

~du “ 'dv ~ tuv 



— EXuu Xyv 


E&uv) 2 . 


Die librigen in (8) vorkommenden Summen ersetze man nach § 26, (15) durch 
die dort angegebenen Werte; man erhalt so 


x ) Disq. gen. Art. 11 und 12. 


11* 
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II. Abschnitt. Flachen. 


1 1 

Fw — 2~ Gw — 

1 1 

2 Eu Fu — 2 r 

i 

2* 

0 

1 E 

2 bt 

l g 

2 Gu 

F v — Gu 

E F 

t E v 

2i 

E 

F 

1 r 

2 Gv 

F G 


2 C " 

F 

G 


wo nochzl 2 durch EG — F 2 zu ersetzen ware; damit ist das KrummungsmaB k 
allein durch die Fundamentalgrofien erster Ordnung F, F, G und ihre ersten 
und zweiten partiellen Ableitungen nach u und v dargestellt. Man hat so 
das sogenannte 

Theorema egregium von GauB. Das KrummungsmaB jedes 
Punkts einer Flache bleibt bei einer Verbiegung der Flache 
ungeandert. 


Anmerkung2. DerSatzist, wie ausdriicklich bemerkt sei, nicht umkehrbar, 
d. h. die Gleichheit des KriimmungsmaBes ist wohl eine notwendige aber keine 
hinreichende Bedingung fur die Abwickelbarkeit. Viclmehr konnen zwei b e 1 i e b i g e 
Flachen stets so aufeinander abgebildet werden, dafi das KrummungsmaB in ent- 
sprechenden Punkten gleich ist. Um in der Tat die Flachen §31, (1) so aufeinander ab- 
zubilden, setze man k(u,v) = k 1 (u 1> v l ) und #(u,v) = wo # und will- 

kiirlich sind. Durch diese Abbildungsformeln wird aber das Linienelement der 
einen Flache im allgemeinen nicht in das der andern transformiert werden, da 
ja # und ^ willkfirliche Funktionen sind. In Bd. II, §40, Aufgabe 97 werden wir eine 
interessante Klasse von Flachen kennenlernen, die punktweise aufeinander bezogen 
sind, daB sie in entsprechenden Punkten dasselbe KrummungsmaB haben und daB 
auBerdem entsprechende Flachenteile gleich groB sind (Flachentreue) und daB 
die Abbildung dennoch keine Verbiegung ist. 


Mit Hilfe der Gleichungen § 26, (15) und (19) kann man fiir das Krum¬ 
mungsmaB k in (9) vier verschiedene Darstellungen erhalten, 
die sich in Bd. II, § 1 auf anderem Wege ergeben werden. 

k _ i /v _ d p , 
k ~ f la» dv +p q ' 

1 idq' dq n 

= F [dv “ 


p"<i 


) 


■P 9 


( 10 ) 


) 


Tu +P’l’ 

= ¥(l +P9'~P'9 + 99"-9' 2 ) 

= ^^-%+9"P'~9'p"+PP"-P^). 


Man zeigt durch Rechnung, daB alle Formen (10) mit (9) Equivalent 

sind. 

Es ist niitzlich, den Ausdruck fiir das KrummungsmaB fiir die verschie- 
denen Hauptformen, die das Linienelement einer Flache annehmen kann, 
zu bilden. 


1. Die Parameterkurven seien orthogonal, dann ist 
F*= 0, ds 2 = Edu 2 +G dv 2 , 
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2. Die Parameterkurven seien isometrisch mit den thermischen 
Parametern it, v; dann ist 


( 12 ) 



F=0, ds 2 = A(dii 8 + dv 2 ), 
1 /0 8 lgA 0 8 lgA\ 
2l[8u 2 + dv 2 )■ 


3. Die Parameter seien geodatische Koordinaten (s. §38), dann ist 


E = 0, 


(13) 


F = 1, 
k = - 


ds 2 = du 2 + G dv 2 , 

1 0 8 /5 

j/g" Sit 8 


4. Die Parameterkurven seien die Minimallinien, dann ist 


(14) 


E = G = 0, ds 2 — 2 Fdudv, 
_ _ 1 S 2 lgi'’ 

F dudv 


Anmerkung 3. In engein Zusammenhange mit obigen Entwicklungen steht 
das Problem, alle Flachen zu linden, die auf eine gegebene abwickelbar sind. Diese 
Aufgabe ist bereits von GauB *) gestellt und zu losen versucht worden, besonders 
eingehend hat sich spaterBour (s. u.) mit ihr beschaftigt; sie heiBt daher das Bour- 
sche Problem. Analytisch driickt sich diese Aufgabe so aus: gegeben sind die Koeffi- 
zientenE, F,G des Linienelements, verlangt ist die Darstellung von x, y , z in Funktion 
von u und v. Diese Aufgabe war seinerzeit (1859) Preisfrage der Pariser Akademie, 
und hat Anlafi zu verschiedenen wichtigen Arbeiten von Bour 2 ), Bonnet 3 ), Co¬ 
da zzi 4 * ), gegeben. Ihre Losung erfordert die Integration einer partiellen DifTerential- 
gleichung zweiter Ordnung, die man folgendermaBen herleiten kann: 

Vorausgesetzt ist, daB E,F,G als Funktionen von u und v gegeben sind; 
es sind also auch samtliche partiellen Ableitungen dieser drei GroBen nach u und v 
bekannt; die Aufgabe ist, hieraus x,y,z als Funktionen von w, v zu bestimmen, 
bzw. die hierzu notigen DilTerentialgleichungen aufzustellen. 

Zunachst ist nun, wenn man die aus § 26, (22) fur Da, D a und D"a sich 
ergebenden Ausdrucke mit X lu X 12 , X 22 bezeichnet, 

(15) (DD" — D' 2 ) a 2 = X n X 22 — X\ 2 . 

Nach der obigen Voraussetzung enthalt die rechte Seite von (15) auBer den 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von x nach u und v nur bekannte 
Funktionen von u und v. Fcrner laBt sich nach (9) auch DD" — D' 2 durch i?, F, G, 
d. h. durch bekannte Funktionen von u und v darstellen. Endlich kann man aber 
auch a durch E , F, G und die partiellen Ableitungen erster Ordnung von x nach u 
und v ausdriicken. Hierzu benutzen wir die Identitat 


2 ) Nacligelassene Werke 8, S. 447. 

2 ) Bour, „Th6orie de la deformation des surfaces”. J. 6c. polyt., cah. 39 

(1862), p. 1. 

3 ) Bonnet, ,,M6moire sur la th6orie des surfaces applicables & une surface 
donn6e”. J. 6c. polyt., cah. 41 (1865), p. 209; cah. 42 (1867) p. 1. 

4 ) Cod a zzi, „M6moire r61atif k l’application des surfaces les unes sur les 

autres”. Paris, M6m. pr6s. par divers savants, 27, Nr. 6 (1872). 
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II. Abschnitt. Flachen. 


3/1 zi ! ! _ 

y\ + 2f 

yiVi "I - z i z t 

Vi z t\ 

Vi Vi + *1 z t 

y\ + z i 


Wenden wir nun diese Identitat auf die partiellen Ableitungen von y und z 
nach u und v an, setzen also 


Vi = 2/«, 2/2 — 2 /r» z i — z 2 = 

so erhalten wir unter Beriicksichtigung von § 17, (19) und nach Division mit A 2 

E x\ — 2 Fx u x v -f* G x 2 
(«) fl2 = 1 -- 


Hiermit ist auch a 2 durch E, F, G und die partiellen Ableitungen von x nach u und v 
ausgedriickt. Setzt man also in (15) fur DD" — D' 2 den Wert aus (9) und fur a 2 
die rechte Seite von (17) ein, so hat man eine partielle DifTerentialgleichung zweiter 
Ordnung fur x. Eine ebensolche ergibt sich fiir y und z. Mit der Integration dieser 
Gleichungen ware also das Boursche Problem erledigt. Das allgemeine Integral 
ist jedoch noch nicht gefunden. 

Anmerkung 4. Sind die Parameterkurven die Minimallinien, so erhalt 
Gleichung (15) die Form 

0 2 lgF / dx dx\ /0** 01gF dx\(d 2 x 01 gFdx\ (d 2 x\ 2 

dudv \ 2 du dv) ~ \0m 2 du du) \du 2 dv dv) \0u0v/ 


§ 36. Beispiele fiir die Deformation. 

1. Die in die Ebene abwickelbaren Flachen. 


In § 11 haben wir auf Grund geometrischer Betrachtungen gefunden r 
daB jede Flache, welche durch die aufeinanderfolgenden Tangenten einer 
Raumkurve erzeugt wird, in eine Ebene abgewickelt werden kann. Wir 
nehmen diese Frage noch einmal auf, indem wir zeigen, dafi das Linienelement 
jeder derartigen Flache in das der Ebene dx 2 + dy 2 transformiert werden kann, 
womit dann auch analytisch nachgewiesen ist, daB alle diese Flachen in die 
Ebene abgewickelt werden konnen. Fiir Kegel- und Zylinder-Flachen, die 
ja auch abwickelbare Flachen sind, kann man dasselbe zeigen. 

Die Koordinaten x l9 i/ 3 , z x eines Punktes Q der Raumkurve mcigen als 
Funktionen des Bogens v der Kurve gegeben sein. Ist nun P ein Punkt auf 
der Tangente im Abstand u von Q und sind x , y, z die Koordinaten von P, so 
ist nach § 3, (2) 


dx x 


( 1 ) X — X x + u r 


dv 


. dVi 
y = yi + u- dv , 


. dz ! 

4- ll T 

1 dv 


Dies sind die Gleichungen der von den Tangenten erzeugten Flache 
in Parameterform, v — const, gibt die geradlinigen Erzeugenden, u — 0 gibt 
die Gleichung der Raumkurve. Aus (1) folgt 


( 2 ) 


dx = ^du + 


!dx 1 d 2 xA 

+ “ dW) dv 


nebst den zwei entsprechenden Gleichungen fiir dy und dz. Nach ’§ 2, (13) ist 


folglich 
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i d 2 x t _ ~ 

^Llv~dv 2 ~ u ‘ 

Unter Beriicksichtigung dieser beiden Gleichungen erhalt man durch 
Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen (2) fiir das Linienelement 
der Fl&che 

ds 2 — du 2 -j- 2dudv + |l + u 2 £ 

oder 

(3) ds 2 = (till + dv) 2 + dv 2 . 

Wir fiihren nun u -j- v statt u als Parameter ein, setzen also 

(4) u + v == Uj 
und erhalten so 

(5) ds 2 = du 2 + («, - v) 2 2J O) 2 dv 2 . 

Da jetzt F — 0 ist, schneiden die Kurven u x = const, die Kurven 
v ■— const., d. h. die geradlinigen Erzeugenden orthogonal. Da ferner u — 0 
die Gleichung der Raumkurve selbst war, so ist jetzt nach (4) v — u x die Glei- 
chung derselben. Setzen wir noch 

< 6 > f]l2 dv = 

so wird v eine Funktion von t? 1? die mit oc bezeichnet sei, und es folgt 
ds 2 — du% + (m-i — (x) 2 dv f, 
oder mit Weglassung der Indizes 

(7) ds 2 = du 2 -f (u — (x) 2 dv 2 . 

Auf diese Form kann also das Linienelement jeder abwickelbaren 
Tangentenflache gebracht werden. Dabei ist oc eine Funktion von v allein; 
u — oc ist die Gleichung der Riickkehrkante; v = const, sind die Erzeugenden 
der Flache, u = const, ihre Orthogonaltrajektorien, also nach § 13, Satz 1 
die Evolventen der Raumkurve. Um nun die Obereinstimmung mit dem 
Linienelement der Ebene herzustellen, benutzen wir die Minimallinien der 
Flache. Aus (7) haben wir als ihre Differentialgleichungen 
du + i(u — oc)dv — 0, du — i(u — oc) dv — 0. 

Fiir diese Gleichungen ist aber e iv , bzw. e~ iv ein integrierender Faktor, 
und wir konnen also setzen 

dx -f- idy = e ,v [du -f *(« — oc)dv], 

' ' dx — idy = e~ iv [du — i(u — oc)dv]. 


oder integriert 

( 9 ) 


x + iy — ue iv — i Joce iv dv , 
x — iy = ue~ iv + i f oce~ iv dv. 
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II. Abschnitt. Flachen. 


Durch (9) ist jedem Flachenpunkt (w, v ) ein Punkt (#, y) der Ebene 
zugeordnet und umgekehrt. Aus (8) ergibt sich durch Multiplikation 

(10) dx 2 + dy 2 = du 2 + (» - <%) 2 dv 2 . 

Aus (10) folgt, daB das Linienelement der Ebene durch die Abbildungs- 
formeln (9) in das der abwickelbaren Flache transformiert wird. Damit ist 
aber nach § 35, Satz 1 gezeigt, daB die von den Tangenten der Raumkurve 
erzeugte Flache auf die Ebene abwickelbar ist. 

Trennt man in (9) den reellen und imaginaren Teil mittels der Gleichung 
e ±iv = cos v ± i sin v, so erhalt man die Abbildungsgleichungen in reeller 
Form 

x — ucosv + f ocsinvdv, 

' ' y — u sin v — Jf a cos v dv. 

Man zeigt auch mit Benutzung dieser Formeln leicht, daB durch Ein- 
fiihrung von u und v als Parameter das Linienelement der Ebene die Form (7) 
annimmt. 

Es ist namlich 

dx = cos vdu — (u — oc) sin vdv, 
dy — sin vdu + (u — a) cos vdv, 

also 

ds 2 == dx 2 + dy 2 = du 2 4 - (u — oc) 2 dv 2 , 

womit die Obereinstimmung mit dem Linienelement (7) der abwickelbaren 
Flachen hergestellt ist. 

Setzt man in (11) v = const., so erhalt man die Gleichung einer Geraden. 
Die Erzeugenden der Flache bleiben also bei der Abwieklung Gerade. Ebenso 
laBt sich leicht aus (11) nachweisen, daB diese Geraden von den lvurven 
u — const, uberall orthogonal geschnitten werden, und daB die Kurve u == oc 
die Enveloppe der Geraden v = const, ist. 

Durch Anwendung der GauBschen Formel § 35, (13) auf (7) oder auch 
direkt aus dem GauBschen Satz §35 ergibt sich das schon S. 109 gefundene 
Ergebnis. 

Satz 1. Die abwickelbaren Flachen haben in alien Punkten das konstante 
Kriimmungsmafi Null. 

DaB dies auch fur die Kegel und ZyUnder gilt, wurde auf Seite 109 
gezeigt und kann auch leicht analytisch bewiesen werden. 

Es ist nicht ohne weiteres auch das Umgekehrte klar, daB jede Flache 
mit konstantem Kriimmungsmafi = Null in die Ebene abwickelbar ist (vgl. 
die Anmerkung 2 in § 35). Zur Beantwortung dieser Frage nehmen 
wir die Minimallinien zu Parameterkurven und erhalten nach § 30, Satz 1 
fur das Linienelement 


(12) ds 2 = 2 F du dv. 

Nach § 35, (14) ist dann 


k = 


i_ a 2 ig f _ n 

F dudv ~ u 
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Hieraus folgt F = UV, wo U Funktion von u, V Funktion von v allein ist. 
Das Linienelement der Flache hat also die Form 

(13) ds 2 = 2UVdudv. 

Setzt man nun 

/ V j/2 du — x + iy, fV |/2 dv — x — iy, 
so geht (13) fiber in 

(14) ds 2 = dx 2 + dy 2 . 

Dies ist aber das Linienelement der Ebene. Wir haben also den 

Satz 2. Alle Fldchen mit dem konstanten Kriimmungsmafi Null sind 
in die Ebene abwickelbar. 

Wir zeigen noch, daB alle Flaehen, die das konstante Kriim- 
mungsmaB Null besitzen, entweder abwickelbare Tangenten- 
flachen Oder Kegel oder Zylinder (zu denen die Ebene zahlt) sind. 
Aus § 24, (8) folgt 

rt — s 1 = 0. 

Aus der Tkeorie der Differentialgleichungen ist aber bekannt, da!3 durch 
die partielle Differentialgleichung rt — s 2 s= 0 die abwickelbaren Tangenten- 
llachen, Kegel, Zylinder und die Ebene gekennzeichnet sind. 


2. Die Rotationsflachen und Schraubenflachen. 

Bour J ) hat den interessanten Satz entdeckt, daB jede Schraubenflache 
auf eine Rotationsflache abwickelbar ist, wobei die Schraubenlinien mit 
den Parallelkreisen der Rotationsflache sich decken. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir nach § 16, (19) als Gleichungen 
der Rotationsflache 


(15) x — u :cos v , y — u sin v, z = f(u). 


Das Linienelement der Rotationsflache ist dann nach § 23, (4) 

(16) ds 2 = [1 + /» 2 ] du 2 + u 2 dv 2 . 

Die Kurven u — const, sind hier die Parallelkreise, die Kurven v — const, 
die Meridiane mit der Gleichung z = f(u), wo u den Parallelkreisradius be- 
deutet. 

Die Gleichungen der allgemeinen Schraubenflache sind nach 
§ 23, (15) 

(17) £ = rcosw, y = rsin«% c = <p(r) + atv, 

wobei die Kurven r = const. Schraubenlinien, die Kurven w = const, die 
Meridiane sind. Das Linienelement der Schraubenflache ist nach 


§ 23, (18) 

(18) ds 2 


1 + 


r 2 <p'(r) 2 
r 2 -f a 2 




) Bour, a. a. O. p. 82. 
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II. Abschnitt. Flachen. 


Statt des Parameters w fiihren wir nun vermittels der Gleichung 

a <p'l r ). dr - X dv 
- - a 2 


(19) 


dw + 


den neuen Parameter v ein, wobei x eine beliebige Konstante ist. Man erhalt 
so fur das Linienelement der Schraubenflache 

(20) ds 2 = [l + 7^—^] dri +** 'S* + « 2 ) dd 2 . 

Das Linienelement (16) der Rotationsflache laBt sich nun auch auf die 
Form (20) bringen, wenn wir setzen 

v — v > 


( 21 ) 


u 2 = x 2 (r 2 + a 2 ), 


[i + r(uf] f 


du\ 2 _ 

dr) ~ 


1 + r 


a V'lrM 

r 2 + ° 2 * 


Diese Gleichungen habenfolgende Bedeutung: 1st eine der beiden Flachen, 
z. B. die Schraubenflache gegeben, also <p(r) bekannt, so trage man aus der 

zweiten Gleichung (21) r und ^ als Funktionen von u in die dritte Gleichung 

ein, dann hat man eine Bestimmungsgleichung fur f(u), aus der f(u ) und damit 
der Meridian der Rotationsflache sich durch eine Quadratur ergibt. Ent- 
sprechend verfahrt man, wenn die Rotationsflache gegeben ist. Durch die 
beiden ersten Gleichungen sind die Parameter (w, v) der Rotationsflache den 
Parametern (r, v) der Schraubenflache paarweise zugewiesen, die Flachen 
also punktweise aufeinander bezogen. Dabei entsprechen die Parallelkreise 
u = const, den Schraubenlinien r — const. Die dritte Gleichung bestimmt 
zu einer gegebenen Schraubenflache den Meridian der Rotationsflache und 
umgekehrt. Fiihrt man nun mit Hilfe von (21) in (16) statt der Parameter 
(u, v) die Parameter (r, v) ein, so geht das Linienelement (16) der Rotations- 
fl&che in das Linienelement (20) der Schraubenflache iiber. Die beiden Flachen 
sind daher nach § 35, Satz 1 aufeinander abwickelbar. 

Da die Gleichung des Meridians noch die willkiirliche Konstante x und 
auBerdem eine Integrationskonstante enthalt, so gibt es zu jeder Schrauben¬ 
flache nicht nur eine, sondern unendlich viele Rotationsflachen, die auf die 
Schraubenflache und mithin auch aufeinander abwickelbar sind, und umgekehrt. 
Wir haben also bewiesen den 

Satz 3 (yon Bonr 1 )). Zu jeder Schraubenflache existieren unendlich 
viele Rotationsflachen, die auf die Schraubenflache und aufeinander ab¬ 
wickelbar sind , und umgekehrt . 

Zusatz. Jede Rotationsflache, sowie jede Schraubenflache kann auf 
unendlich viele Arten so verbogen werden, daB sie stets eine Rotationsflache, 
bezw. Schraubenflache bleibt. 


x ) Bour, a. a. O. 
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Als Beispiel zu diesen allgemeinen Entwicklungen behandeln wir die 
Aufgabe: Die Schraubenflachen zu suchen, die auf das 
Katenoid abwickelbar sind. 

Das Katenoid ist die Rotationsflache, welche entsteht, wenn man die 
Kettenlinie um ihre Basis rotieren lafit. Nimmt man die z-Achse als Basis, 
so hat die Meridiankurve des Katenoids die Gleichung 

(22) it = y (e" ; + • 

Durch Auflosung nach 2 erhalt man die Funktion f(u) in (15). Aus 
(22) folgt 


du 1 / *- 

dz 2 \ e 

und hieraus durch eine einfache Rechnung 
dz ,,, v m 

Vu 2 — m 2 


cTu = /'<») 


1 + i'(uY = 


Ur — in- 

Aus der zweiten Gleichung (21) folgt durch Diflerenzieren 

du x 2 r 
dr ~~ u 


Setzt man diesen Wert und den oben fur 1 + /'(w) 2 gefundenen in die 
dritte Gleichung (21) ein, so folgt 

x*r 2 _ r 2 <p'(r ) 2 

u 2 — m 2 ~~ r 2 + a 2 


Ersetzt man hier noch u durch r mittels der zweiten Gleichung (21), 
so erhalt man eine Gleichung fiir ?/(r), aus der durch Quadratur folgt: 

’ 1 /(r*-+ a 2 ) 


(23) <p(?) 


-I 


rl'x 2 


(m 2 


dr + C. 


Damit ist <p(r) bestimmt, und die Gleichungen (17) ergeben nunmehr 
die auf das Katenoid abwickelbaren Schraubenflachen. Die Konstanten x , a 
und C sind hierbei noch vollig willklirlich. Die Integration in (23) ist fiir den 
Fall x — 1 ausfiihrbar, und man erhalt zunachst 


(24) 



]/(r 2 + a 2 ) (m 2 — a 2 ) 

~rW - W - a 2 ) 


dr —(- C . 


Setzt man zur Abkiirzung m 2 — a 2 — b 2 , so folgt aus (24) 

<p(r) = b lg (|/r 2 + a 2 + |/r 2 — b 2 ) — aarctg-- A==4 s + c - 

a\r 2 — b 2 

Die Konstante C kann fuglich — 0 gesetzt werden, da eine Anderung 
von C nur eine Verschiebung der Schraubenflaehe parallel mit der z-Achse 
bedeutet. Danach sind die auf das Katenoid abwickelbaren Schraubenflachen 
bestimmt durch die Gleichungen 

x — r cos (V, y = r sin w , 
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_ ___ h \f r 2 -1- 

(25) z = Mg O/r* + a 2 + 1 / V 2 — b z ) — a arctg ~j-~ + aw, 

a\r z — b £ 

wo 

b = )//n 2 - a*. 

Hier ist die Konstante a, welche die Ganghohe (2ajr) bestimmt, noch 
willkiirlich; es stellen deshalb die Gleickungen (25) eine einfach unendliche 
Schar von Schraubenflachen dar, welche alle auf das durch (22) bestimmte 
Katenoid abwickelbar sind. 

Setzen wir in (25) zunachst a — 0. so erhalten wir eine Schraubenflache 
mit der Ganghohe Null, d. h. eine Rotationsflache, und zwar eben das Katenoid, 
wie man durch Auflosung von (22) nach z leicht nachweist. Wachst nun a 
stetig von Null an, so erhalten wir zunachst eine Schraubenflache von sehr 
kleiner Ganghohe, wobei die Parallelkreise zu Schraubenlinien verbogen 
werden, deren Ganghohe mit a immer mehr zunimmt. Hat endlich a den 
Wert m erreicht, so sind die Gleichungen der Schraubenflache 

(26) x — r cos w , y — r sin w, z— mw . 

Dies ist die sogenannte Wendelflache (Minimal-Schraubenflache), 
die man erhalt, wenn man von den Punkten einer Schraubenlinie die Lote auf 
die Schraubenachse fallt. Wir haben also nachgewiesen, dafi das Katenoid 
durch stetige Gestaltsanderung in die Form der Wendelflache 
gebracht werden kann. 

Anmerkung 1. Man erhalt von dieser Deformation eine einfache Vor- 
stellung, wenn man untersucht, welche Gestalten der Kehlkreis des Katenoids, 
dessen Gleichung u — m, oder 2 = 0 ist, bei der Deformation nacheinander annimmt. 
Aus der zweiten Gleichung (21) folgt (fur u = m, x = 1) r = Ym 2 — a 2 = b. Setzt 
man dies in (25) ein, so erhalt man als Gleichung der Schraubenlinie, in welche der 
Kehlkreis bei der Verbiegung tibergcht, 

x = b cos y = b sin w, z — a w + const. 

Die Konstante kann wieder gleich Null gesetzt werden, da sie die Gestalt 
der Schraubenlinie nicht beeinfluflt. Setzt man noch fur b seinen Wert ein, so folgt 

(27) x = j/m 2 — a 2 cos w, y = / m 2 — a 2 sin w, z = aw. 

Die Lange eines Umgangs dieser Schraubenlinie ist, wie man leicht sieht 
= 2nm, also von a unabhangig und gleich der Lange des Kehlkreises des Katenoids. 
Wachst a, so wird J /m* — a 2 , d. h. der Radius des Zylinders, auf dem die Schrauben¬ 
linie (27) liegt, immer kleiner, bis er schlieBlich fiir a = m gleich Null wird, d. h. 
der Kehlkreis wird in die 2 -Achse ausgestreckt. Um also auf mechanischem Wege 
die verschiedenen Deformationsflachen des Katenoids zu erhalten, schneide man 
die Flache langs .eines Meridians auf, fasse die beiden Enden des Kehlkreises und 
ziehe sie so auseinander, daB ihre Verbindungslinie immer parallel der Achse des 
Katenoids bleibt, wahrend der Kehlkreis eine Schraubenlinie bildet: das am Kehl¬ 
kreis hangende Katenoid deformiert sich so von selbst in die verschiedenen 
Schraubenflachen. Zieht man die beiden Enden immer weiter auseinander, bis 
schlieBlich der Kehlkreis in eine gerade Linie ausgestreckt ist, so ist aus dem 
Katenoid eine Wendelflache geworden. Damit hat diese Art von Deformation 
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aber offenbar ihr Ende erreicht. In der Tat geben die Gleichungen (27) fur a > m 
imaginare Kurven. 

Anmerkung 2. Es diirfte nicht ohne Interesse sein, zu bemerken, daB 
die Flachen (25) lauter Minimalflachen sind, fur die also in alien Punkten die mittlere 
Kriimmung k ~ 0 ist. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser. Es sind die von 
Scherk 1 ) auf anderem Wege gefundenen Minimalflachen; dieselben bilden ein 
System assoziierter Minimalflachen (vgl. Bd. II, §14). 


3. Kapitel. 

Kurven auf der Fliiche. 

§ 37. Geodatische Linien. 

Im Journal des Scavans vom 26. August 1697 stellte Johann Ber¬ 
noulli sechs Aufgaben, welche gewisse Minima aufzufinden verlangten oder 
an Minimalaufgaben anknupften 2 ). Als wichtigste war an die Spitze gestellt 
dieAufgabe: ,,Die kiirzeste Linie auf einer nach aufien gewolbten 
Oberflache zu finden“, und zwar wird die Auffindung in geometrischer 
Weise verlangt. In einem Briefe an Leibniz vom Jahre 1698 fiihrt er an, 
daB er eine Methode, die kiirzesten Linien zu finden, entdeckt habe, welche 
sich darauf griinde, daB die Ebene durch drei konsekutive Punkte 
einer kiirzesten Linie senkrccht zur Beriihrungsebene an die 
Oberflache in einem jener drei Punkte stehe. Mit Hilfe dieses 
Satzes habe er die Gleichung der kiirzesten Linie fur alle Oberflachen ganz 
allgemein dargestellt. Wie Johann zu jenem Satz (geometrisch) gelangte, 
wissen wir nicht. Nachdein aber kurz vorher 3 ) sein Bruder Jakob Bernoulli 
den Grundgedanken fiir die Losung derartiger Aufgaben, die man heute 
Variationsprobleme nennt, deutlich ausgesprochen hatte, wonach eine Kurve, 
welche als Ganzes ein Maximum oder Minimum darstellt, auch 
in ihren noch so kleinen Teilen die gleiche Eigenschaft be- 
sitzen muB, so ist es vielleicht mehr als eine bloBe Vermutung, daB Johann 


*) Ygl. H. F. Scherk, ,,De proprietatibus superficiei, quae hac continetur 
aequatione: 

(1 + 5 a )r — 2p qs + (1 + p 2 )t = 0, 

disquisitiones analyticae", Acta soc. Jablonov, nova, Tom. IV, fasc. II, 1832, p. 204 
bis 280. Diese Arbeit (eingereicht Nov. 1830) wurde 1831 von der furstl. Jablonowski- 
schen Gresellschaft der Wissenschaften zu Leipzig mit dem Preis gekront. Vgl. 
auch H. F. Scherk, „Bemerkungen fiber die kleinste Flache innerhalb gegebener 
Grenzen* 1 , Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 13, 1835, S. 185 ff. 

2 ) Vgl. Cantor, „Vorlesungen liber Geschichte derMathematik**,2. Aufl. 1901, 
Bd. Ill, S. 238 fT. 

3 ) Maiheft der A. E. 1697. Op. II, S. 768—778. 
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Bernoulli auf folgendem Wege zu seinem grundlegenden Satz iiber die 
kiirzeBten Linien gelangt ist: 

Es seien APB (Fig. 31) drei aufeinanderfolgende 
Punkte einer klirzesten Linie, und zwar sei AP = PB. 
Aus der Definition der kiirzesten Linie folgt nun un- 
mittelbar, daB von alien gleichschenkligen Dreiecken, 
deren Basis AB und deren Spitze auf der Flache liegt, 
das Dreieck APB die kleinsten Schenkel und darum auch 
die kleinste Hohe haben muB. Diese Dreiecke haben 
aber ihre Spitze alle auf einer Kurve CPE der Flache, 
die sich als Schnitt der Mittellotebene zu AB und der 
Flache ergibt. Diese Mittellotebene schneide AB in Z), so 
daB also PD die Hohe des Dreiecks APB ist. Nach dem 
Gesagten muB nun P derjenige Punkt der Kurve CPE 
sein, der von D die kleinste Entfernung hat; d. h. PD 
steht auf der Tangente dieser Kurve in P senkrecht. 
Hat niimlich D die Koordinaten f, ?], £ und P auf CPE 
die Koordinaten x y y, s, wo x , y, z Funktionen eines 
Parameters t seien, so ist die Bedingung dafiir, daB 
(x — f ) 2 + (y — V) 2 + (- — C) 2 ein Minimum ist, 

(*-«# + + (S-C) a = °. 

eine Gleichung, die eben ausdriickt, daB DP im Punkt P die Kurvennormale 
fiir CPE ist. PD geht nun aber auch durch den Mittelpunkt des dem Dreieck 
APB umbeschriebenen Kreises. In der Grenze ist daher PD Hauptnormale 
fur die kurzeste Linie APB im Punkt P und steht daher auch auf der Tangente 
dieser Kurve in P senkrecht. Die Hauptnormale PD der kiirzesten Linie 
steht daher auf zwei Flachentangenten durch P senkrecht und ist daher 
die Flachennormale fiir P. Die Schmiegungsebene APB der geodatischen 
Linie enthlilt also die Flachennormale PD. Das ist aber die obige Behauptung 
von Johann Bernoulli. Man hat also den 

Satz 1. In jedem Punkt P einer kiirzesten Linie geht die Schmiegungs¬ 
ebene in P durch die Flachennormale in D. Oder: Die Hauptnormale einer 
kiirzesten Linie fdlU in jedem Punkt mit der Fldchennormalen zusammen. 

Diese Bedingung ist not wen dig, ob dieselbe auch hinreichend ist, 
bleibt noch unentschieden. Mit anderen Worten, es ist nicht gesagt, daB 
jede Linie auf der Flache, die die im Satz 1 genannte Eigenschaft besitzt, 
zwei beliebige ihrer Punkte auf dem kiirzesten Wege auf der Flache ver- 
bindet. Nehmen wir z. B. einen GroBkreis auf der Kugel, fiir den der Satz 1 
gilt, und zwei Punkte auf ihm, die nicht Endpunkte desselben Durchmessers 
sind, so ist allerdings (wie sich aus dem folgenden leicht ergibt) der kleinste 
Kreisbogen zwischen den beiden Punkten ihre kurzeste Verbindung auf der 
Flache, die grbBere aber nicht. Ebenso erfiillt die Schraubenlinie des Kreis- 






3. Kapitel. § 37. Geodatische Linien. 


175 


zylinders nach § 8 den Satz 1; zwei beliebige Punkte des KreiszyJinders konnen 
aber durch unendlich viele Schraubenlinien verbunden werden. 

Analytisch laBt sieh die Frage, ob eine Lime, die die Eigenschaften 
des Satzes 1 besitzt, zwei gegebene Punkte auf ihr auf dem ktirzesten Wege 
verbindet mit Hilfe der Variationsrechnung, die auch die im Satz 1 aus- 
gesprochene notwendige Bedingung gibt, entscheiden. Wir gehen aber hier 
nicht darauf ein, sondern nennen jede Linie auf der Flache, flir 
welcbe in jedem ihrer Punkte die Sehmiegungsebene senk- 
recht auf der Tangentialebene steht, eine geodatische Linie der 
Flache, lassen also die Frage often, ob nun ein Stuck einer solchen geo¬ 
datischen Linie seine Endpunkte auch wirklich auf dem kurzesten Wege 
verbindet. Dies konnen wir um so eher tun, als sich unten in § 38 ergeben 
wird, daB, wenn das Stuck hinreichend klein genommen wird, tatsachlich 
ein Minimum vorliegt. Zu den geodatischen Linien rechnen wir 
auch jede Gerade, die ganz auf der Flache liegt. Es wird sich namlich 
unten zeigen, daB jede Gerade die DifTerentialgleichung der geodatischen 
Linie erfullt. Zuvor erwahnen wir noch zwei aus .der Mechanik bekannte 
Satze, von denen der zweite sehr elementar bewiesen werden kann. 

Satz 2. Bewegt sich ein Punkt , auf den keine aufieren Krdfte wir ken, 
reibungslos auf einer Flache , so heschreibi er eine geodatische Linie. 

Satz 3. Ein Fadensliick , das auf einer Flache ohne Reibung beweglich 
ist , legl sich straff angcspannt in Form einer geodatischen Linie auf die Flache. 

Wir wollen nun die DifTerentialgleichung der geodatischen Linie auf 
Grund von Satz 1 aufstellen. Zu diesem Zweck denken wir uns u und v 
als Funktionen eines Parameters t, so daB also auch die Koordinaten x, y, z 
eines Punktes der geodatischen Linie Funktionen von t sind. Nach § 4, (5) 
hat man nun als Gleichung der Sehmiegungsebene 


dx 

d 2 x 

dt 

dt 2 

dy 

d 2 y 

dt 

di 2 

dz 

d 2 z 

dt 

dt * 


und als Gleichungen der Flachennormale nach § 17, (19) 
(2) (X -x) : (Y - y); (Z-z)==a:b:c. 


Als Bedingung dafiir, daB die Flachennormale in der Schmiegungs- 
ebene liegt, erhalt man also 


dx 

d 2 x 

fit 

dt 2 

dy 

d 2 y 

dt 

dt 2 

dz 

di 2 z 

dt 

dt 2 
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oder, wenn die Nenner dt und dt 2 weggelassen werden, und damit die Wahl 


des Parameters 

offen bleibt, 

a 

dx 

d 2 x 

(4) 

N == 

b 

dy 

d 2 y =0. 



\c 

dz 

d 2 z 


Die Gleichung (3) oder (4) ist die Differentialgleichung der geo- 
datischen Linie. Sie ist erfiillt, wenn x,y,z lineare Funktionen von t 
sind, also fur jede Gerade auf der Fl&che, wie oben schon gesagt wurde. Fur 
die Anwendungen formen wir (3) noch um. Naeh § 17, (22) war 

, a x u x v 

(5) A = \ b y u . 


Aus (4) und (5) erhalt man durch Multiplikation nach Spalten 
ll 0 Ea d 2 x I 


A • N ~ 0 
0 


Ex u dx Ex u d 2 x 
Ex n dx Ex v d 2 x 


Nun ist 

(7) 


(7) dx — x u du + x v dv , 

d 2 x — x uu du 2 -f 2x uv dudv + x w dv 2 + x u d. 2 u + x v d 2 v. 

Sollte die Rechnung mit Differentialen unbequem erscheinen, so denke 
man sich die erste Gleichung mit dt dividiert, die zweite mit dt 2 , so daC nur 
Differentialquotienten auftreten. Nach (7) und § 17, (7) ist nun 

(8) Ex u dx = Edu + Fdv, Ex v dx — Fdu 4- Gdv, 
weiter nach § 26, (15) 


E x U u Xu z== ~ 2 ~ Eu 
ExuvXu == 2 Ev 

E Xxit> Xu — E d — 


E Xuu Xp — Eu — 
E Xuv Xp ■— 1 2 Gu 


i e • - ("] • 




E Xpp Xp — 


Aus (7) und (9) folgt 

in ri2' 

Ex u d 2 x == , du 2 + 2 , du 

( 10 ) ^ 2 ' 

Ex v d 2 x — 2 du 2 + 2 2 du 

Aus (8) und (10) erhalt man weiter nach (6) 


du dv + 
du dv + 


dv 2 + Ed 2 u + Fd 2 v, 
dv 2 E d 2 u 4- G d 2 v . 


) A-N = 


Edu + Fdv 

Y du? + 2 

12 

1 

dudv 4- 

22 

1 

dv 2 4- E d 2 u 4- Fd 2 v 

Edu 4~ Gdv 

[y du* + 2 

'12 

2 

dudv 4- 


dv 2 4- Fd 2 u 4~ G d 2 v 
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oder, wenn die Determinante mit Benutzung von § 26, (17) ausgerechnet 
wird, 


( 12 ) 


N 


~ du d 2 v 


dvd 2 u + du • - f 2 } dv 3 + { 2 1 12 | - j^J) du 2 dv 


und, wenn nach § 26, (19) die kiirzere GauBsche Schreibweise verwendet 
wird, 


(13) j == dud 2 v — dvd 2 u + qdu 3 — p"d& + (2 q' — p)du 2 dv 

- (2p'-q'')dudv 2 = 0. 

Denkt man sich in (12) und (13) mit dt z durchdividiert, so bat man in 
(12) oder (13)die Differentialgleichung der geodatischen Linien. Hier 
kann man dann fur v eine willkiirliche Funktion von t , z. B. t selbst nebmen, 
worauf sich aus (12) oder (13) u als Funktion von t bestimmt. Indessen iBt 
es geschickter, (12) oder (13) so zu lassen, weil dann die Wahl des Parameters 
vollkommen often bleibt. Nimmt man z. B. v als Parameter (v — t ), so daB 
d 2 v = 0 ist, so folgt aus (12) 






H-° 


als Differentialgleichung der geodatischen Linien. Aus dieser Diffe¬ 
rentialgleichung zweiter Ordnung ist u als Funktion von v zu bestimmen. 
Ihr Integral enthalt also zwei willkiirliche Konstanten. Diese sind bestimmt, 

sobald ein Punkt der geodatischen Linie und die Richtung in diesem 

Punkt gegeben ist. Durch jeden Flachenpunkt gehen daher unend- 
lich viele geodatische Linien. 


§ 3$. Geodatische Koordinaten. 

Nimmt man auf der Flache als die Parameterkurven v= const, 
geodatische Linien, und als die Kurven u — const, ihre Ortho- 
gonaltrajektorien, so erhalt das Linienelement der Flache eine 
bemerkenswerte einfache Gestalt, welche fur manche Probleme von 
Nutzen ist. 

Zunachst ist fur diesen Fall nach § 17, Satz 1 F = 0, also 
ds 2 = Edu 2 + Gdv 2 . 

Da ferner die Kurven v == const, geodatische Linien sein sollen, muB 
die Gleichung § 37, (12) fur dv — 0 befriedigt sein. Es ergibt sich als not- 
wendige und hinreichende Bedingung 

, M x fll) — FE u + 2 EF U — EEp A 

(1) 12 J - 2 (EG-F 3 ) 

oder, da F = 0 ist, und E fur reelle Parameter nicht = 0 sein kann, 

E v = 0. 


Eommerell, Raumkurven. I. 


12 
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E ist also reine Funktion von u. Bedeutet nun » den Bo gen der 
geodatischen Linien v *= const., von einer bestimmten Orthogonal- 
trajektorie an gemessen, so muB ds — du , also E = 1 sein. Das Linienelement 
nimmt also die Form an: 

(2) ds 2 s= du 2 + Gdv z . 

Die hier eingefiihrten Koordinaten ( u , v) nennt man aus einem sofort 
anzugebenden Grunde geodatische Parallelkoordinaten oder auch 
kurz geodatische Koordinaten. 

Aus dem Gesagten folgt der 

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir , dafi die 
eine Schar von Parameterkurven (v = const.) von geoddtischen Linien , die 
andere (u — const.) von ihren Orthogonaltrajektorien gebildet wird , ist 

E v = 0, F = 0. 

Bedeutet insbesondere u den Bogen der geoddtischen Linien , so ist 

E^= 1 , F^= 0 . 

Aus der Form des Linienelements (2) laBt sich ein Satz liber geoda¬ 
tische Linien herleiten. Wir nehmen zwei beliebige Orthogonaltrajektorien 
u 0 und u und berechnen das Stuck s u einer geodatischen Linie v = v 0 , das 
zwischen den beiden Orthogonaltrajektorien liegt. Da ds u — du ist, so folgt 

u 

s u — f du t= u — u Q . 

Der Bogen s u ist also ganz unabhiingig von dem Parameter v 0 , welcher 
die geodatische Linie bestimmt, also fur alle geodatischen Linien v = const, 
derselbe. Es folgt also der 

Satz 2. Die Bogen alter geoddtischen Linien v = const., die zwischen 
zwei beliebigen ihrer Orthogonaltrajektorien liegen, haben dieselbe Lange. 

Man nennt aus diesem Grunde die Orthogonaltrajektorien der geoda¬ 
tischen Linien auch geodatische Parallelen. 

Der Satz 2 kann auch folgendermaBen formuliert werden: 

Zieht man (vgl. Fig. 32) durch die Punkte A 0 , A x , A 2 , . . . , einer be¬ 
liebigen Flachenkurve F die geodatischen Linien, die auf r senkrecht 
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stehen, und tragt auf diesen von A 0 , A ly A 2 ,..., gleiche Stiicke u = AqB 0 
= = A 2 B 2 — ... ab, so bilden die Endpunkte derselben B 0 , B u B 2y . . ., 

ebenfalls eine Orthogonaltrajektorie der geodatisehen Linien. Diese Eigen- 
schaft ist charakteristisch fiir die geodatisehen Linien; denn man zeigt eben- 
&o wie oben, daB, wenn in einem doppelten Orthogonalsystem (u, v) auf einer 
Flache die Stiicke aller Kurven der einen Schar v — const, zwischen zwei 
beliebigen Orthogonaltrajektorien gleich lang sind, die Kurven v — const, 
geodatische Linien sind. 

Wir beweisen jetzt den zu Satz 2 analogen 

Satz 3. Tragt man auf den von einem Fldchenpunkt P ausstralilenden 
geodatisehen Linien von P aus (Fig. 33) Bogen u von gleicher Lange ah, so ist 
der Ort der Endpunkte dieser Bogen eine 
zu alien diesen geodatisehen Linien ortho - 
gonale Kurve. Das Quadrat des Linien- 
elements nimmt, wenn die geodatisehen 
Linien zu Parameter kurven v = const, und 
die orthogonalen Trajektorien zu Parameter - 
kurven u *= const, gewdhll werden, wie oben 
die Form 

(3) ds 2 = du 2 + Gdv 2 

an. AufJerdem gilt in diesem Falle 

dfG 

du 


(4) 


lim 1 

w —>0 


G = 0, 


lim 

u-K) 


1 . 



Beweis: Es sei v der Winkel, den eine beliebige geodatische Linie 
aus P mit einer festen des Buschels bildet, und die Kurven u = const, 
sollen den Ort der Endpunkte der geodatisehen Bogen bilden, die in der 
Lange u von P aus abgetragen werden. Fiir das Linienelement hat 
man dann 


(5) ds 2 = du 2 + 2Fdudv + Gdv 2 , 


da fur v — const, s — u sein soil. Weil v == const, geodatische Linien sind, 
so ist nach (1) 

(6) F u = 0, F = x(v), 


d. h. F hangt nur von v ab. Sind nun x 0 , y 0 , z 0 die Koordinaten von P, so 
reduzieren sich die Funktionen x(u, v), y(u, v), z(u, v) fiir u — 0 und belie- 
biges v auf die drei Konstanten x 0 , y 0 , z 0 ; d. h. man hat 

(7) x(u, v) = -x 0 + uf(u, o); y(u, v)=y a + u<p(u,, v ); s(it, v) = z 0 + uy>(u, v), 


wo /, <p, tp analytische Funktionen von u , v sind. Aus (7) folgt 
df da? dtp 

Xv = u dv ’ Vv ~ u ~dv ’ 29 ~ u ~dv ' 

and hieraus 

(8) F = 2x u x v u&(u, v), 

12* 
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wo $(#, v) wieder eine analytische Funktion von w, v ist. Nach (6) ist aber F 
unabhangig von m, darum ist in (8) &(u, v) = 0, d. h. F = 0; nach (5) hat 
man nun fur das Linienelement die Gleichung (3), womit der erste Teil des 
Satzes 3 bewiesen ist. 

Um den zweiten Teil zu beweisen, nehmen wir P zum Ursprung des 
Koordinatensystems, die Normale in O zur z-Achse und die Hauptrichtungen 
zur x- bzw. y-Achse. Nach § 21, (5) war die Gleichung des Schmiegungs- 
paraboloids 


, _ ( x * , 

“ ~ 2 \r\ • nj ’ 


u 2 /cos 2 v sin 2 v\ 

- t \-r~ + ~w)' 


(9) 

oder in Parameterform 

(10) x = u cost;, y — wsinv, 

Entwickelt man die Funktionen x(u, v), y(w, v), z(m, t>), welche die 
Koordinaten des Flachenpunkts («, i>) in Beziehung auf das angegebene 
Koordinatensystem bestimmen, nach Potenzen von u , so miissen die Reihen- 
entwicklungen die Form haben 

X = U COS V + u, 2 f(v) + • • • , 

?/ = w sin v + m 2 q?(v) + * * • , 


(ii) 


u 2 /cos 2 v , sin 2 v\ 0 x 

z - t (“sr + ~sr) + “ v(<;) + 


so dafi also die Gleichungen (10) je das erste Glied jeder der Reihenentwick- 
lungen (11) geben; dabei sind f,<p,y> Funktionen von v allein, also andere 
als in (7). Man sieht auch unmittelbar aus (11), daB v der Winkel ist, den 
die Tangente der Kurve v = const, in P mit der a>Achse bildet. Aus (11) 
folgt nun 

x v = — u sin v + u 2 f(v) + • • • , 

y v — u cos v + u 2 <p'(v) + • • • , 

„ / — cos v sin v , cos v sin v \ , _ ,, v 

* = (—- + —R—) + »* W +•••- 

Fur G Zx\ erhalt man daher die Reihenentwicklung 
G = u 2 4“ w 3 <9 Cm v) + * • •, 
oder nach dem binomischen Lehrsatz 


(12) + \/G= »^1 +-t uG(u, v) -+- 

giiltig fiir geniigend kleine positive Werte von w. Hieraus folgt (4), w. z. b. w. 
Aus (3) und (4) ergibt sich, daB fiir sehr kleine Werte von u das Linien¬ 
element der Flache die Form ds 2 = du 2 + u 2 dv 2 (Polarkoordinaten) hat. 

Da die Punkte einer Kurve u = const, von P denselben geodatischen 
Abstand haben, so nennt man diese Kurven auch geodktische Kreise 
und die Parameter (m, v) geodatische Polarkoordinaten mit dem Pol P; 
die gewdhnlichen Polarkoordinaten der Ebene sind hiervon ein spezieller Fall.. 
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Die geodatischen Kreise kann man, wie in der Ebene, mechanisch dadurch 
erzeugen, daB man in P einen Faden befestigt und denselben straff auf die 
Flache spannt: Bewegt man das freie Ende des Fadens so auf der Fl&che, 
daB der Faden stets gespannt bleibt, so beschreibt das Ende einen geoda¬ 
tischen Kreis, falls keine Reibung da ist. 

Fur das KrummungsmaB k hat man nach § 35, (13) 


(13) 


. i a a i zg 
YG du 2 


und zwar gilt dies flir beide Arten von geodatischen Koordinaten. Mit Hilfe 
von (13) kann man die Reihenentwicklung (12) fur geodatische Polarkoordi- 
naten noch etwas genauer angeben. Nach (13) ist 

und darum nach (4) 


(14) 


.= 0 , 


(&V_G\ _ , 

\du 3 )u= o 0 


/W 

\ 2« 2 )u—o 

wo k 0 das KrummungsmaB in P ist. 

Da nun nach dem Taylorschen Satze 

+ ^-«®u. + i(^L + Ar^)„ + 


u 3 fd 3 /G\ 

1.2.3 \ du 3 )u 


ist, so folgt aus (4) und (14) 
(15) 


m k 0 u 3 

+ /(* = u — 


+ 


Fiir den Umfang L eines geodatischen Kreises mit dem Radius u erhalt 
man jetzt nach (3) und (15) die Reihenentwicklung 

(16) L = / YG dv = 2nu -+ B« 0 H-, 

o o 

wo natiirlich in alien diesen Entwicklungen u kleiner als der Konvergenzradius 
sein muB. Fur sehr kleine Werte von u kann man daher sagen, daB fur einen 
elliptischen Punkt P (k 0 > 0) der Umfang L <C 2tz:u, fiir einen hyperbolischen 
Punkt (k Q < 0) L > ‘2jm und fiir einen parabolischen (A; 0 = 0) bis auf GrSBen 
vierter Ordnung in u, L = 2mi ist, also wie fiir einen Euklidischen Kreis. 
Aus (16) folgt noch 


(17) 


k 0 = lim 

u-+Q 


3 {2nu — L) 


eine Formel, die man J. Bertrand und V. Puiseux (1848) 1 ) verdankt. 
Durch Messungen in der Flache selbst kann man daher das KrummungsmaB 
im Mittelpunkt des sehr kleinen geodatischen Kreises ermitteln. 

Wir sind jetzt imstande, den schon oben (S. 175) angekiindigten 
Satz zu beweisen: 


*) Vgl. G. Monge, „Applications de l’analyse & la gSomStrie", 5. Aufl. 
1850, 4. Note, S. 583—588. 
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Satz 4. Liegen zwei Punkte P und Q hinreichend nahe beieinander auf 
einer geodatischen Linie , so ist diese Linie die kiirzeste Verbindungslinie von 
P und Q auf der Fldche . 

Dabei gehen wir von dem Linienelement 
(18) ds 2 s= du 2 + Gdv 2 

ftir geod&tische Koordinaten aus. Wir erinnern an die Festsetzungen in 
§ 16 und § 17, wonach wir uns auf einen Bereich B der wv-Ebene beschrankten, 
in dem 

A 2 ^ EG — F 2 > 0 

ist und sich in ihm analytisch verhalt. Fiir unseren Fall ist also fiir den 
Bereich G analytisch, und bestandig > 0. Es seien nun P(u 0 , v) und Q(u x , v) 
zwei Punkte auf einer geodatischen Linie v — const, dieses Bereiches, so ist 
die Lange des Bogens PQ gegeben durch 

Ml 

f du — Uj — u 0 . 

u 0 

Fiir eine andere Kurve v — <p(u), welche P und Q verbindet und ganz 
in dem Bereiche liegt, ist die Lange s des Bogens zwischen P und Q nach (18) 

s ~f + V'l + G[<p'(u)Y du, 

«o 

wo v in G durch <p(u) zu ersetzen ware; der Wert dieses Integrals ist aber, 
weil G > 0 und <p'(u) nicht immer Null ist, groBer als 

Mx 

f du = u x — n 0 , 

w. z. b. w. 


§ 39. Geodatische Ellipsen und Hyperbeln. Liouvillesche Flachen* 

Auf einer Flache seien zwei beliebige Kurven C x und C 2 
gezogen (vgl. Fig. 34), die nicht geodatisch parallel sind; die 

Parameterkurven seien die geo¬ 
datischen Parallelen dieser bei- 
den Kurven, und u und v die geo¬ 
datischen Entfernungen der Kur¬ 
ven ii = const., bzw. v — const, von 
C x bzw. C 2 . Welche Form erhalt 
in diesem Falle das Linienele¬ 
ment ? 

Die Orthogonaltrajektorien der 
Kurven u — const, haben nach § 17, 
(24 a), wenn dort du 2 *= 0 gesetzt wird r 
die Differentialgleichung 

Fdu -j- Gdv = 0. 

Fiir diese Orthogonaltrajektorien 
ist also 



Fig. 34. 



3. Kapitel. § 39. Geodatische Ellipsen und Hyperbeln. Liouvillesche Flachen. 183 


i9ss -~G~ 

und fiir das Linienelement ds g derselben folgt aus § 17, (16) 

EG — F 2 

ds 2 = du 2 . 

Nach der Vorausetzung soli aber ds g = du sein, man hat also notwendig 
EG -F 2 A 
. G ~ 1 ' 

Umgekehrt folgt, daB das Stuck, das zwei beliebige Kurven u = c Jy 
u — c 2 aus einer der Orthogonaltrajektorien der Kurven u ?= const, aus- 
schneiden, = c 2 — c x ist, also fiir jede der Orthogonaltrajektorien dieselbe 
GroBe hat. Aus dem im AnschluB an Satz 2 des § 38 Gesagten ergibt sich also, 
daB in der Tat jetzt die Kurven u — const, geodatisch parallel sind und u den 
Bogen der die geodatisch Parallelen uberall senkrecht schneidenden geoda- 
tischen Linien bedeutet. Dieser Bogen u werde von der Linie 6\ des Systems 
u — const, aus gemessen. Wendet man fiir die Kurven v = const, die ent- 
sprechende Betrachtung an, so folgt, daB 

EG - F 2 
E _ 1 

sein muB. Man hat also 

EG - F 2 A EG - F 2 

~G~ = E = 1 

oder 

E^G; A — )/EG ~F* = +]fE. 

Fiihrt man den Winkel o> der Parameterkurven ein, so ist nach § 17, (15) 
„ 1 n cos co 


E*=G 


Wir erhalten also fiir das Linienelement der Flache 
du 2 + 2 cos co du dv 4- dv 2 


Wir flihren nun statt der Parameter (w, v) mittels der Gleichungen 
u + v — 2wj, u — v — 2v r 
die neuen Parameter n.j und v Y ein, so daB also 

du 2 + dv 2 — 2 du{ -|- 2 dv 2 , du dv = du 2 — dv\ 
ist. Es ist dann nach (1) 

2 du\ + 2 dv 2 + 2 cos co (du\ — dv\) 2(1 + cos c o)du\ +2(1 — cos co) dx\ 


, . o CO „ co 
4 sm 2 ^ cos “ ~2 


das Linienelement erhalt also die Form 

( 2 ) *• = -**- + . 
v ' . n OJ 1 
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Da hier der Koeffizient von du x dv x *= 0 ist, folgt der 

Satz 1 (Weingarten). Die Ortskurven aller Punkie, fur welche 
die Summe (u x — const.), bzw. Differenz (v x — const.) der geoddtischen Ent- 
fernungen von zwei festen Kurven )constant ist, bilden ein Orthogonalsystem. 

Schrumpfen die Kurven C x und C 2 zu Punkten zusammen, so haben 
wir auf der Fl&che Kurven, fur welche die Summe oder Differenz der geoda- 
tischen Entfernungen von zwei festen Fl&chenpunkten konstant ist, die also 
den konfokalen Ellipsen und Hyperbeln der Ebene entsprechen; man nennt 
deshalb auch in dem hier vorliegenden allgemeinen Fall die Kurven 
u x = const, und v x = const, geodatische Ellipsen und Hyperbeln. Aus 
der Ableitung der Ergebnisse ist auch ersichtlich, daB, wenn das Linien- 
element der Flache in der Form (2) vorliegt, die Parameterkurven geoda¬ 
tische Ellipsen und Hyperbeln sind. Berechnet man nach § 17, (24) und (25) 
die Winkel, welche die geodatischen Ellipsen und Hyperbeln u + v = const, 
und u — v s= const, mit den Parameterkurven u = const, und v = const, 
des Linienelements (1) bilden, so ergibt sich, daB die geodatischen Ellipsen 
und Hyperbeln den Winkel co (bzw. seinen Nebenwinkel) der Parameter¬ 
kurven halbieren. Damit ist die vollstandige Analogie dieser Flachenkurven 
mit den konfokalen Kegelschnitten hergestellt. 

Die Liouvilleschen Flachen. 

Liouville 1 ) hat eine Gattung von Flachen untersucht, fur die sich 
das Linienelement auf die Form 


(3) dt? = (U + V) (du 2 + dv 2 ) 


bringen laBt, wo U eine Funktion von u, V eine solche von v allein ist. Aus 
(3) folgt nach § 30, Satz 2, daB die Parameterkurven isometrische Linien sind. 
Ferner kann man zeigen, daB sie auch geodatische Ellipsen und Hyperbeln 
sind. Dem Linienelement laBt sich namlich die Form geben: 


('0 


ds 2 = 


(Vu du) 2 (]fv d v) 2 

(i 7 ,(I^r 


Fiihrt man nun u x f ]/U du und v x — f )fV dv als Parameter ein, so 
ist das Linienelement auf die Form (2) gebracht, wo mit die Behauptung 
bewiesen ist. 

Wir beweisen schlieBlich noch den 

Satz 2. Fiir die Liouvilleschen Flachen kann die Differentialgleichung 
der geoddtischen Linien vollstdndig integriert werden. 

Be we is. Wir nehmen an, daB das Linienelement auf die Form (3) 
gebracht sei, so daB also 


ist. 


E — G = U + F, F = 0 


1 ) Monge-Liouville, Applications, Note III, p. 579. 
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Die Differentialgleichung N = 0 der geodatischen Linien wird dann nach 
§ 37, (12) 

(5) (U + V) {du d 2 v -dvd 2 u) +i {du 2 + dv 2 ) (U‘dv - V'du) = 0. 


Sie laBt sich auch in der Form schreiben: 

U'du dv 2 { du 2 + dv 2 ) + 2Udu dv {du d 2 v — dvd 2 u) 
„ {du 2 + dv 2 ) 2 

' ' _ V'dv du 2 {du 2 + dv 2 ) + 2 Vdudv {dv d 2 u — du d 2 v) 

{du 2 4- dv 2 ) 2 

oder 

Udv 2 Vdu 2 

d du 2 + dv 2 d du 2 + dv 2 “ 0 - 


Also ist ein erstes Integral der Differentialgleichung 
Udv 2 _ Vdu 2 1 __ 

J du 2 + dv 2 du 2 -f* dv 2 ~ a ’ 

wo a eine Integrationskonstante ist. Aus (7) folgt 

du 2 dv 2 

a 


( 8 ) 


U - a V + a 
Also ist das vollstandige Integral von (5) 
^ i i dv 


= 0 . 


- f ^ = 6 

J VU - a J VV + a 


]/V - a J \'V +a 
mit den Integrationskonstanten a und b . 

Aus (8) erhiilt man 

(10) U ~ a == a du 2 , V + a — a dv 2 , U + V = or {du 2 + dv 2 ) , 
wo or einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, und nun aus (3) 
ds 2 = a {du 2 + dv 2 ) 2 , ds — \fo du 2 + V a dv 2 . 

Nun ist nach (10) 


(11) j/i7 — adu — j/crdw 2 , ]/ V + adv tfodv 2 , 
also nach der vorhergehenden Gleichung 

(12) s = f |/U — adu + f tfV + adv 4- const. 


Die Bogenlange s der geodatischen Linien auf Liouvilleschen Flachen 
kann also ebenfalls durch Quadraturen gefunden werden. Da aus (11) 

\/U — a : ]/V 4 - a — du : dv 

folgt und hieraus durch Integration (9), so sind in (9) und (12) die Wurzeln 
entsprechend mit demselben Vorzeichen auszuziehen. 

Zu der Gattung der Liouvilleschen Flachen gehOren z. B. 
alle auf Rotationsflachen verbiegbaren Flachen. Denn das Linien- 
element einer Rotation sflache lSBt sich leicht auf die Liouvillesche Form (3) 
bringen. Es ist namlich nach § 23, (14) 

du 2 
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Fiihrt man durch 



einen neuen Parameter ein, so ist u Funktion von u x allein und damit auch 
r(w) 2 . Bezeichnet man diese letztere mit f/ 1? so ist 


(13) U^du f + <^ 2 ), 

womit in der Tat die Form (3) hergestellt ist. Dem Integral (7), das wegen 
V = 0 nach (13) die Form 

(14) du\ + d* - a 

hat, kann man eine einfache geometrische Deutung geben. Aus (13) und (14) 
folgt namlich 


oder, wenn der alte Parameter u statt wieder eingefuhrt wird, 

dv 
ds 


„ dv 

r(uY-r = a. 


Nun ist aber der Cosinus des Winkels a, den die Tangente der geodatischen 
Linie mit dem Parallelkreis macht. Es ist also 


(15) r cos (x — a. 

Die Gleichung (15) enthalt den 

Satz von Clairaut 1 ). Auf einer Rotationsfldche ist jiir jeden Punkt 
einer geodatischen Linie das Produkt aus dem Radius des Parallelkreises und 
dem Kosinus des Neigungswinkels der geodatischen Linie gegen diesen Parallelkreis 
konstant . 


Wachst also beim Durchlaufen der geodatischen Linie r, so wachst 
auch a; nimmt r ab, so nimmt auch oc ab. Man macht sich dies leicht an dem 
Beispiel eines GroBkreises der Kugel, der ja auf ihr geodatische Linie ist, klar. 


§ 40. Die allgemeine Flachenkurve. 

Sind die Parameter u, v als Funktionen eines Parameters t gegeben, 
so ist dadurch eine Kurve auf der Flache definiert. Von Wichtigkeit ist die 
Berechnung des Krummungsradius r , des Torsionsradius q und des 
Winkels //, den die Hauptnormale der Kurve mit der Flachen- 
normalen bildet; H ist auch der Winkel, den die Schmiegungsebene der 
Kurve mit der durch die Kurventangente und die Flachennormale bestimmten 
Ehene bildet. Dabei treten die in § 17, (4) und (6), § 29, (29), und 
§ 37, (4) und (11) definierten Differentialformen auf: 


J ) Clairaut, „Recherches sur les courbes & double courbure“ (1731). 
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(1) ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 *= Edit* + 2 Fdu dv + Gdv\ 

(2) L = E ad 2 x — — E da dx *= Z) du 2 + 2 D' da dv + D 
I fl da d# 




d& 

dc 


dy 

dz 


d_ 

Zl 


Edu + F dv 
Fdu -f Gdv 


Ddu + D'dv 
D'du -f D" v 


N 


da 

db 

dc 


d 2 x 

d 2 y 

d 2 z 


Edu + Fdv 

11 

1 

du 2 + 2 

r.1 

du dv + 

22' 

1. 

dv 2 + E d 2 u + F d 2 v 

Fdu + Gdv 

11 : 

2 

du 2 + 2 

12 

2 

du dv + 

to to 
, fcs? 

dv 2 + F d 2 u + G d 2 v 


(3) M = 


(4) 


1 

J' 


wo die Gleichungen ds 2 = 0, L •= 0, J/ = 0, A r = 0 der Reihe nach die 
Differentialgleichungen der Minimallinien, der Asymptoten- 
linien, der Kriimmungslinien und der geodatischen Linien 
bedeuten. In den folgenden Formeln, muB man sich die Differentialformen 
durch eine passende Potenz von dt durchdividiert denken, so daB dann die 

Differentialquotienten ^ und auftreten. Die Formel (3) 

bedarf noch eines Beweises. Multipliziert man die erste Determinante in (3) 
mit der Determinante § 17, (22), welche = A ist, nach Spalten, so folgt: 


(5) 


MA = 


Ea 2 

Eax u 

Eax., 


Ea da 
Ex u da 
Ex n da 


Eadx 
Ex u dx 
Ex v dx * 


Nun beachte man, daB 

Ea 2 = 1, Eax u — 0, Eax v — 0 
ist; weiter ist nach § 17, (7) 

Ex u dx =‘ Ex u (x u du + x v dv) = Edu + Fdv, 
Ex v dx — Ex v (x u du + x v dv) = Fdu + Gdv, 


und nach § 18, (2) 

Ex u da = Ex u (a u du + a v dv) — — (Ddu -f- D' dv), 

Ex v da = Ex v (a u du + a v dv) = — (D' du + D" dv). 

Setzt man diese Werte in (5) ein, so ergibt sich die Richtigkeit von (3). 

In § 18, (14) haben wir bereits abgeleitet 

(/ll cos Ii L , T , T r .. 

(6) - r~ ~ ds 2 ’ Normale Ivrummung. 

Die rechte Seite heiBt die normale Krummung; sie bedeutet nach 
§ 18 die Krummung des Normalschnitts der Flache durch die Kurventangente. 
Sind, wie iiblich, X, fi, v die Richtungskosinus der Binormalen der Flachen¬ 
kurve, so hat man bei geeigneter Wahl der positiven Richtung der Kurven¬ 
tangente 


sin H = aA + bju + cv. 
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Setzt man hier aus § 5, (7) die Werte fur A, ( u, v ein, so folgt 

I a dx d*x 

sin II — | b dy dhj , 

| c dz d 2 z 


also nach (4) 

(7) 


1 sin// __ N 
r ~~ r ds 3 ’ 


Geodatische Kriimmung. 


Diese GroBe nennt man die geodatische Kriimmung der Flachen- 
kurve; im nachsten Paragraphen gehen wir darauf n&her ein. 

Aus (6) und (7) ergibt sich 


(B) 

(9) 


„ N 
igH ~ Lds' 

1 fN* +7Jds* 

r ~ + ds s 


Absolute Kriimmung. 


Die GroBe r , die wir friiher (§5) die Kriimmung der Kurve schlechthin 

genannt haben, bezeichnen wir jetzt genauer als die absolute Kriimmung. 
Aus den Formeln flieBen verschiedene Satze, die fast alle bekannt sind, die 
wir aber noch einmal zusammenstellen. 

1. Aus (7) folgt mit N = 0, wenn 1: r =4= 0 ist, H — 0 bzw. II — n: Fiir 
eine geodatische Linie fallt die Hauptnormale mit der Flachen- 
normalen zusammen. Fiir eine Gerade auf der Flache ist iiberall 1 : r — 0, 
also ist nach (7) N — 0: Die Geraden einer Flache sind geodatische 
Linien. 

2. Aus (6) und (7) folgt mit L — N = 0, daB 1 : r = 0 ist. Ist eine Fla- 
chenkurve Asymptotenlinie und geodatische Linie zugleich, 
so ist die Kurve eine Gerade. 

3. Legt man durch eine Asymptotenrichtung eine Schnittebene, so ist 
fiir die Schnittkurve L — 0; fiillt nun die Schnittebene nicht mit der Tangen- 
tialebene zusammen (//4=jr:2), so folgt aus (6) l:r = 0, d. h. die ebene 
Schnittkurve besitzt an der betrelfenden Stelle einen Wende- 
punkt. 

4. Fiir eine Asymptotenlinie, die keine Gerade ist (l:r =4= 0), folgt aus 
(6) mit L = 0 H = 7i:2: Die Schmiegiingsebene einer Asymptoten¬ 
linie fallt mit der Tangentialebene zusammen. Aus (7) folgt fiir 
diesen Fall 


1 __1 _ N _ 
r ~ r ds 3 ’ 

d. h. fiir eine Asymptotenlinie ist die absolute Kriimmung gleich 
der geod&tischen (vgl. § 41). 

Berechnung der Torsion. 

Aus der oben abgeleiteten Formel sin II = aX + bfi + cv folgt 
(10) cos H dll <= Za d). + 27A da 
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und mit Benutzung der Frenetschen Gleichung dk = — — in § 6, (4) und 
nach § 5, (7) 


( 11 ) 


cos HdH = Eal +~ 
q ds? 


da dx d 2 x 
db dy d 2 y 
dc dz d 2 z 


Zur Berechnung der Determinante multiplizieren wir (§17, (22)) die 
beiden Determinanten 


A = | a x u x v | und | da dx d 2 x | 

und linden dann durch Rechnungen, die wir in ahnlicher Weise schon Ofter 
ausgefiihrt haben, 



Es ist wichtig, zu erkennen, daB (13) auch gilt, wenn cos 11 — 0 ist. 
Dazu gehen wir von der Formel cos H — al + bm -f cn aus und erhalten 
(14) — sin II dH == El da + Ea dl. 


Nach § 5 S. 20 und § 6, (4) ist 

l = (d 2 xds — dxd 2 s ), dl = ds ^ 

und darum nach (14) 

(15) — sin IIdH = { dsEdad 2 x — d 2 sEdadx } + dsEa 

Nun bilden wir 


a da dx a dx d 2 x Ea 2 Eada Eadx 

M N — b db dy • b dy d 2 y — Eadx E da dx E dx 2 

c dc dz c dz d 2 z Ead 2 x Edad 2 x Edxd 2 x 

Da nun Ea 2 = 1, Eada = 0, Eadx — 0 , Edadx ■= — L, Ead 2 x~L (2) ist* 

und aus E dx 2 ?= ds 2 sich E dx d 2 x = ds d 2 s ergibt, so hat man 

1 0 0 
MTV =0 — L ds 2 

L E da d 2 x ds d 2 s 
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Oder 


oder 


MN = — ds(Ld 2 s + dsZdad 2 x) 


MN 

dsZ da d 2 x — d 2 sZdadx — -g™. 

Hier steht links gerade die geschweifte Klammer in (15) 
- sin HdH = - + dsSa (y - yj . 

Nun ist Zaoc = 0, ZaX — sin H , also 

. rr irr rMN ds sin H 

sm II dll = , -- 

as 4 q 


man hat also 


oder nach (7) 


sin HdH = 


M sin // sin H 


ds. 


ds Q 

Ist nun cos H — 0 (s. oben), so ist sin H =(= 0 und (13) gilt daher f Ur 
alle Falle. 

Folgerungen aus (13). 

Satz. Ist eine Flachenkurve zugleich Kriimmungslinie (M = 0) und 
geodatische Linie (II = 0 oder II = n). so ist sie eine ebene Kurve. 

Satz yon Joachimsthal. Ist eine Kriimmungslinie eben , so schneidet 
ihre Ebene die Flache iiberall unter konstanlem Winkel (§ 22) und die 
Umkehrung. 

Denn aus (13) folgt mit M — 0 und \ :q = 0 II = const. Aber auch der 
allgemeinere Satz von Bonnet des § 22 und seine Umkehrung folgt leicht 
aus (13). 

Satz von Bonnet. Ist die Schnittkurve von zwei Flachen jiir jede eine 
Kriimmungslinie , so ist Icings derselben der Winkel der beiden Flachen konstant. 

Beweis. Fur eine Kriimmungslinie (71/ = 0) ist nach (13) dll — — ^ ; 

ist nun die Schnittkurve fur beide Flachen Kriimmungslinie, und sind / 1 ± 
und H 2 die Winkel, die ihre Hauptnormale mit den Flachennormalen bilden, 
so ist dH 1 — dll 2 , also II x — H 2 — const., w. z. b. w. 

Wir stellen noch die Werte der oben berechneten GroBen 
flir die Parameterkurven zusammen, wobei wir alle auf die Kurven 
v — const, beziiglichen GroBen mit dem Index u , alle auf die Kurven 
u = const, beziiglichen mit dem Index v bezeichnen. Man hat dann nach 
(6), (1) und (2) 

cos Hu D cos H v D " 

( 16 ) 


r u E ’ r v 
Aus (7) und § 37, (12) ergibt sich 

A 


G 


(17) 


sin Hu 

Tu 


'{“} 


sin H v 


+ fE* ’ r. 


+ fG 3 
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und endlich aus (13) und (3) 

_ Ely - FD _ 1 _ dHu J_ _ FD" - Gjy _ 1 dUy 

* 0u A.E + |/e 3m ’ q v ~ A . G + fQ dv '* 

Aus (18) kann man eine wichtige Folgerung ziehen. Sind die Asymp- 

7t 

totenkurven die Parameterlinien, so ist D — D" = 0, H — , und es ist 

nach (18) 

ID' 1 

(19) = A -= - . 

Nach § 20, (17) ist aber das KriimmungsmaB 

D' 2 

( 20 ) * = - 5 * ’ 

und man hat so den 

Satz yon Beltrami-Enneper. /w jedem hyperbolischen Punkt haben 
die beiden durch ilin gehenden Asymptotenlinien entgegengesetzt gleiche Torsion. 
Das Quadrat der Torsion ist gleich dem negativen KriimmungsmaB 1 ). 

Dabei ist vorausgesetzt, daB keine der Asymptotenlinien eine Gerade ist; 
denn fur eine Gerade sind die Richtungskosinus der Hauptnormalen und 
Binormalen unbestimmt, wahrend die Ableitung der obigen Formeln (18) 
und (19) bestimmte Werte fur diese Richtungskosinus voraussetzte. Aus 
dem letzten Satz folgt noch 

Satz. Auf den Fldchen von konstantem negativem KriimmungsmaB 
besitzen die Asymptotenlinien konstante Torsion. 

Fur den folgenden Paragraphen sind u-const. 

noch die Winkel § 1 und ?9 2 , den die Flachen- 
kurve mit den Parameterkurven v = const. jr 

hzw. u — const, bildet; von Wichtigkeit, /^\ 

sowie ihre Zuwiichse dft 1 und d& 2 - Diese / __ ^ 

Winkel seien derart gemessen, s. Figur 35, W 

daB 

(21) ^ 1+ ^ 2 =co 

\ ir* const. 

ist, wo co den Winkel der Parameterkurven 

bedeutet. Es ist nun nach § 17, (24) und (25) Fig * 

0 Edu -}- Fdv . A dv 

m , ds ]/E 1 dsVE- 

y ) „ Fdu+Gdv . . Adu 

8 dsVG 8 ds ]/G 

Bildet man aus diesen Gleichungen 


Fig. 35. 


cos — 


*) Enneper, Gott. Nachr. „uber Asymptotische Linien" 1870. Beltrami, 
„Dimostrazione di due formole del sign. Bonnet", Giornale di Matem. 4. Bd. (1866). 
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cos (^ + # 2 ) = cos cos # 2 — sin sin # 2 , 
sin (#2 + # 2 ) = sin 0i cos 02 + cos 0i s ^ n 02 
und setzt die Werte aus (22) hier ein, so findet man nach § 17, (15) cos (^ + # 2 ) 
= cos ct>, sin (#2 + 02) — si n Es 18 ^ a ^ so * n ^ er Tat + 0 2 = co. 

Um auch die Differentiale d#j und d& 2 darzustellen, bilden 
wir nach (22) zunachst 

A dv 

tg ~ Edu +Tdv ’ 
und hieraus durch Differentiation 

d#j {Edu + Edv) d{A dv) — d(Edu 4* F dv) .A dv 

cos 2 ??; = (Edu +FdvY • 

Es ist nun 

d(A dv) = du + dvj dv + Ad 2 v, 

Oder mit Benutzung von § 26, (20) 

(24) d(Adv) = A(p + q ') du dv -\-A(p' + <?") dv 2 4-^d 2 v. 


Weiter hat man 


dE 


BE 


BE 


d(Edu + Fdv) — du 2 + du dv + p- du dv 


oder nach § 26, (16), (18) und (19) 


dv 

BF 


Bu 


4- ~ dv 2 + £d 2 u 4- Fd*v, 


(25) d(Edu 4- Fdv) ?= 2(/>E 4- q F) du 2 4- 2(p # £4?^) du dv 
4- (pF + q G+p'E +q'F) du dv 
4- (p'F +q'G 4- p”E +q"F) dv 2 + Ed 2 u + Fd 2 v. 

Aus (24) und (25) folgt: 

(Edu 4- Fdv) d(A dv) — d(Edu 4 - Fdv) - A dv 

= EJ(p 4- g') du 2 dv 4- EA(p f 4- g") du dv 2 + EA du d 2 v 
4- FA (p 4 - q') du dv 2 4- FA (p f 4- g" ) dv* + FA dv d 2 v 
-2(pE +qF)A du 2 dv - 2 (p f E + q'F) A du dv 2 

— (p F 4- qG 4- p' E 4- q r F) A du dv 2 

- (p f F + q' G + p" E + q" F)Adv* - EA dv d 2 u -FA dv d 2 v, 
— EA{du d 2 v — dv d 2 u — p " dv 3 4- (g' — /?) du 2 dv 

— (2p f — g") du dv 2 } 

-A{2q Fdu 2 dv 4- (qG 4- 2 q'F) du dv 2 + q f Gdv*} . 

Setzt man diesen Wert in die Gleichung (23) ein und ersetzt gleichzeitig 
cos 2 #i durch seinen Wert aus (22), so folgt 

^—==^3 {dud 2 v — dvd 2 u — p" dv 8 4- (q r — p)du 2 dv — (2/>'[— q")dudv 2 } 
— {2qFdu 2 dv 4- (qG + 2q'F)dudv 2 +g*Gd%P}. 


(26) 
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Nach § 37, (13) ist nun 

N A 

ds 3 = Jga {<*« d2 v-dvd 2 u + qdu*-p" dv* + (2 q' - p)du 2 dv- (2 p' - q")du d&}. 

Zieht man diese Gleichungen voneinander ab, so folgt 

d{^ 1 N A A 

(Is ~ d^ = ( l du3 - q’^dv) - w {2qFdu?dv 

+ (qG + 2 q' F) dudv 2 + q'Gdi 3 }, 


Oder 

d&j 

ds 


oder 


oder 


N 

ds 3 


-Adu 2 , , 


~ Edsp{^Fdudv{qdu + q'dv) + Gdv 2 (qdu + q'dv)}, 


d&i 

ds 


(27) 


■ = — 1 [q %ip :dV) - {Edu? +2Fdudv+ Gdi?), 


.d 


— (p'du -f p"d,v). 


_ ~_K 

( 2 ds 2 G 

Dabei geht die zweite Gleichung aus der ersten durch Vertauschen von 
u mit v hervor, wobei die Anmerkung am SchluB von § 26 zu beachten ist. 


§ 41. Die geodatische Kriimmung. Die Formel von Gaufi-Bonnet. 

Durch die Formel (7) des § 40 haben wir rein formal die geodatische 
Kriimmung einer Fliiche defmiert. Es soil nun hier die geometrische Bedeutung 
dieser GroBe untersucht wcrdcn. 

Denkt man sich in einem Punkt P der Fliichenkurve (vgl. Fig. 36) die 
beriihrende geodatische Linie PP'P" gezogen, so hat diese das Linien- 
element PP' des Punktes P mit der Flachenkurve gemeinsam, dagegen 
wird das niichstfolgende Element P'P" der Kurve mit dem folgenden P f P'[ 
der geodiitischen Linie nicht mehr zusammenfallen, sondern einen unendlich 
kleinen Winkel dco bilden. Dieser Winkel dco gibt dann offenbar ein MaB fiir 
die Abweichung der Kurve von der beriihrenden geodiitischen Linie, ebenso 
wie der Kontingenzwinkel da (vgl. § 5) ein MaB fur die Abweichung der Kurve 
von der beriihrenden Geraden gibt. Der Winkel dco heiBt deshalb der geodiiti- 

1 

sche Kontingenzwinkel. Wie nun die gewohnliche Kriimmung-- einer 


Kurve mittels des Kontingenzwinkels da bestimmt ist durch die Gleichung 

1 da 

< 4 > 

so definieren wir mit Hilfe des geodiitischen Kontingenzwinkels dco die geodati- 
1 

sche Kriimmung -.: durch die Gleichung 


£ o in in e r e 11, Jtaumkurven. I. 


13 
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1 d to 

W T " AT * 

Wir wollen zeigen, daB diese Definition mit § 40, (7) ubereinstimmt. 
Zur Berechnung dieser GrOBe beschreiben wir (ygl. Fig. 36) um P' eine 
Kugel mit dem Radius ds = P' P'\ welche die geod&tische Linie in P”, 

p die Verlangerung von PP' in Q 
schneidet. Dann ist 

(3) ^ZP f, P f P[ f = do>, 
<$iQP'P'' = do. 

Der ^ CQP 'P" ist dann der 
Kontingenzwinkel der geodatischen 
Linie, er sei mit da g bezeichnet. Dieser darf naturlich nicht mit dem geo¬ 
datischen Kontingenzwinkel da) verwechselt werden. Ferner ist 
die Ebene P" P' P” die Tangentialebene der Flache, 
die Ebene QP f P[' die Schmiegungsebene der geodatischen Linie, also 

7t 

eine Normalebene der Flache; es ist daher der Winkel an der Kante P' P x — ^ • 

Die Ebene QP'P " ist die Schmiegungsebene der Flachenkurve, also ist 
der Winkel an der Kante P'Q — H. 

P" Pi Q ist nun ein unendlich kleines spharisches Dreieck; in demselben 
ist nach dem Obenstehenden 

(4) P"P['Q = 2 . < P"QP[' = //, 

( 5 ) P" Q = ds do, QP[’ = dsdctg, P'jP" = dsdm. 

Da das Dreieck unendlich klein ist, darf es als ebenes Dreieck betrachtet 
und berechnet werden, es ist also 

P" X P" _ dsduj __ dco 
P"Q dsda ~ da 1 

QP'x dsdog __ do g 

P" Q ~~ dsda ~~ do 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt nach 

jetzt nach (2) in Obereinstimmung mit § 40, 

1 _ sin# _ N 
r r ~ ds 3 * 


(6) 


sin H = 


cos H — 


und 


(1) und 

(7) 


(2) sin H — — 
r 


(7) 


Aus dieser Gleichung bestimmt sich die geodatische Kriimmung 
ds 


Ferner ist j— der Kriimmungsradius der geodatischen Linie, Oder, 

, dOg 

was dasselbe ist, der Kriimmungsradius des Normalschnitts, der durch PP' 
geht und in § 18 mit R bezeichnet wurde. Aus der zweiten Gleichung (6) 
folgt also 

r 


(S) 


cos H = g; r = R cos H , 
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womit ein neuer Beweis der Meusnierschen Gleichung erbracht ist [vgl. 
§ 18, (15)]. 

Da ferner die Ebene QP' P{' auf der Ebene P" P f P[ r senkrecht steht, 
so ist dco die Projektion von da (= QP’P") auf die Ebene P" P’ P" (Tan- 
gentialebene). Der geodatische Kontingenzwinkel ist also die Projektion des 
gewohnlichen Kontingenzwinkels auf die Tangentialebene der Flache. 

Man kann daher auch sagen: 

Die geod&tische Kriimmung einer Kurve ist gleich der 
Kriimmung der auf die Tangentialebene projizierten Kurve. 

Die geodatische Kriimmung heiBt deshalb auch tangentiale Kriim¬ 
mung. Die in dem Satz ausgedriickte Tatsache geht auch unmittelbar aus 
(7), namlich aus r = r sin H hervor; denn dies ist die Meusniersche Gleichung, 
angewendet auf den Zylinder, der die Kurve auf die Tangentialebene projiziert, 
wobei r der Kriimmungsradius der projizierten Kurve ist. Der Kriimmungs- 
mittelpunkt der projizierten Kurve heiBt der Mittelpunkt der 
geodatischen Kriimmung: er ist offenbar derjenige Punkt, in welchem 
die Kriimmungsachse der Flachenkurve die Tangentialebene schneidet. 

Fur einen Parallelkreis einer Rotationsflache ist also das 
Stiick der Meridiantangente, das zwischen dem Parallelkreis 
und der Rotationsachse liegt, der Radius der geodatischen 
Kriimmung des Parallelkreises. 

Fur die Pseudosphare (§ 23) haben daher alle Parallelkreise dieselbe 
geodatische Kriimmung. 

Da N = 0 die Differentialgleichung der geodatischen Linie ist, so folgt 
aus (7): Eine geodatische Linie hat tiberall die geodatische 
Kriimmung Null. Dies geht iibrigens auch aus der geometrischen Definition 
der geodatischen Kriimmung unmittelbar hervor. 

Bemerkung. Die geodatische Kriimmung ist besonders deshalb von 
Wichtigkeit, weil sie sich bei einer Deformation der Flache (§35) nicht andert. 
Denn da bei der Deformation alle Winkel und Strecken auf der Flache unge- 
andert bleiben, so bleibt eine geodatische Linie als kiirzeste Verbindungs- 
linie von zwei geniigend nahen Punkten bei der Verbiegung eine geodatische 
Linie, day und ds bleiben auch erhalten, und darum andert sich nach (2) auch 
1 

nicht. Man hat so den 
r 

Satz von Minding 1 ). Die geodatische Kriimmung einer Flachenkurve 
bleibt bei einer Verbiegung der Flache ungeandert\ sie ist eine Biegungsinvariante . 

In Bd. II, § 3 werden wir fur diesen Satz einen analytischen Beweis 
geben. 

Aus dem oben Ausgefiihrten folgen noch unmittelbar die Satze: 

Satz. Beriihren sich zwei Fldchen langs einer Kurve , so hat diese auf 
beiden Fldchen dieselbe geodatische Kriimmung. 


!) Journ. f. Math. VI (1830) S. 159. 


13* 
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Satz. Die geoddtische Kriimmung einer Flachenkurve r in einem ihrer 
Punkte P ist gleicb der gewohnlichen Kriimmung derjenigen ebenen Kurve, in 
die r iibergeht , wenn die der Flache Idngs F umbeschriebene abwickelbare Flache 
in tine Ebene abgewickelt wird. 

Man nennt darum auch die geodatische Kriimmung Abwick- 
lungskriimmung. 

Geodatische Torsion. Unter der geodatischen Torsion 1 : q einer 
Flachenkurve versteht man die Torsion der geodatischen Linie, welche mit 
jener Kurve das Bogenelement in P gemein hat oder die Kurve in P be- 
riihrt. Die geodatische Torsion der Kurve PP' P" (Fig. 36) ist also gleich 
der Torsion der geodatischen Linie PP ' P"\ da nun fur letztere H entweder 
gleich Null oder gleich n ist, so folgt aus § 40, (13) fur die geodatische 
Torsion 


(9) 


1_ Jf 

g ds 2 


Aus (9) folgt, daB die geodatische Torsion der Krummungslinien 
in jedem Punkt gleich Null ist. Im Gegensatz zur geodatischen Torsion 1 : q 
nennt man die gewOhnliche Torsion 1 : q auch die absolute Torsion. 


Formel von GauB-Bonnet. 

Wir wenden uns nun zur Berechnung der von GauB 1 ) eingefiihrten 
Total kriimmung (curvatura Integra) eines begrenzten Flachenstucks. 

Bildet man samtliche Punkte eines Flachenstucks J in der bekannten 
Weise auf die Einheitskugel ab, so erfiillen ihre Bilder auf der Kugel ein Fliichen- 
stiick J 0 , das als das spharische Bild des Flachenstucks J zu bezeichnen 
ist. J 0 heiBt nach GauB die Totalkriimmung oder curvatura integra 
von J. Dabei setzen wir voraus, daB es sich um eine nichtabwickelbare Flache 
handelt, da nach § 27 fur eine solche die spharische Abbildung nicht in Be- 
tracht kommt. Es ist nicht schwer, zu verstehen, wieGauB dazu kam, diesen 
wichtigen Begriff in die Flachentheorie einzufuhren. In § 27 hatte sich ja 
ergeben, daB das Produkt der Hauptkrlimmungen in einem Punkte einfach 
das Verhaltnis des spharischen Blides dJ 0 eines unendlich kleinen Flachen¬ 
stucks dJ zu diesem selbst ist und es war damit die Bezeichnung dieses Pro- 
dukts als „KrummungsmaB“ begriindet worden. Es ist also 


( 10 ) 


dJ q 


= k = 


dJ R 2 * 

Aus (10) ergibt sich fiir die Totalkrummung J 0 eines Flachenstucks 
(11) 7 0 = ffkdJ, 


wobei das Doppelintegral liber die ganze Flache von J zu fiihren ist. Je groBer 
| A; | in dem Integrationsgebiet ist, um so grOBer ist | J 0 | (falls k dort das 
Zeichen nicht wechselt). J 0 kann daher wirklich als MaB fiir die Totalkrum¬ 
mung jenes Gebietes gelten. 


Disq. gen. Art. 6. 
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Um den Gedankengang, der zur Berechnung des Integrals (11) dient, 
nicht unterbrechen zu rnussen, wollen wir zuvor fur das KriimmungsmaB k 
eine fur unsere Zwecke entsprechende Formel herleiten. Wir wollen n&mlich 
zeigen, daB 


< 12 > 


1. (491) - .? ( A P" \ 
du\ E ) du \ G ) 


a (Af\ 
dv \ g) 


ist. Es geniigt, die eine durch (12) dargestellte Gleichung zu beweisen, da 
nach § 26, SchluB, die zweite aus der ersten dureh Vertauschen von u mit v 
folgt. Mit Benutzung von § 26, (20) hat man 


+ *£(P' +9") 
, A f , dE 

+ ( 9 du 


-41, n 

E ( p 
dE\ 
’dv) ‘ 


Aus § 26, (19) folgt nun 

■2(q’p -qp') 


und jetzt aus den beiden letzten Gleichungen 


(if ) = i (IS - % + w' “ p'i + «" ~ - 


woraus sich nach § 35, (10) die Richtigkeit von (12) ergibt. Da nun nach 
§ 17, (16) dJ =Adudv ist, so erhalt man aus (11) und (12) 

(13) J.-jjkiJ- 

Zur Berechnung der Doppelintegrale, die liber die ganze Flache J zu 
erstrecken sind, wenden wir den bekannten GauBschen Satz an. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns J als ein eindeutiges Bild eines Be- 
reiches B der uv -Ebene (§ 16); von dem Bereiche B setzen wir voraus, daB er 
,,einfach zusammenhangend“ sei, d. h. daB die Begrenzungskurve, durch das 
,,Innere“ des Bereiches stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden 
kann. Beziiglich der Randkurve setzen wir voraus, daB die Kurve aus einer 
endlichen Zahl vonStiicken besteht, deren jedes eine iiberall stetig variierende 
Tangente besitzt. Dagegen lassen wir sehr wohl zu, daB die einzelnen Stiicke 
der Kurve in Ecken oder Spitzen zusammenstoBen. Sind nun P und Q in 
dem abgeschlossenen Bereich B eindeutige, stetige und mit stetigen 
Ableitungen versehene Funktionen von u, v y so sagt der GauBsche Satz 1 ) 
aus, daB 

(14) ff(^-j~jdudv = J'{Pdu+Qdv) 


J ) Vgl. z. B. Courant, „Vorles. lib. Diff.- und Integr.-Rechnung“, 1929, 
II. Bd. S. 246. 



198 


II. Abschnitt. Flachen. 


ist. Dabei ist das Doppelintegral liber B , das Linienintegral liber die Rand- 
kurve so zu erstrecken, da!3 B zur Linken liegt. Man kann auch sagen: das 
Doppelintegral ist liber die Fl&che J (das Bild von B) und das Linienintegral 
liber den Rand von J so zu ftihren, daB von der positiven Flachennormalen 
aus gesehen J zur Linken liegt; das ergibt sich unmittelbar aus den Aus- 
flihrungen des § 17. Man erh&lt jetzt aus (13) mit Benutzung von § 40, (27) 
und § 41, (7) 


J 0 = ffkdJ = ~ff (l du + l' dv ) = j d ®i —f = / d &i —f j , 

Jo = ffkd-J -f* ( p'du + p"dv) = -j dd 2 - fff= - j d&t -J y . 


So erhalt man schlieBlich die GauB-Bonnetsche 


(16) 


//*"+/*-/-»>• 


Integralformel 


Dabei sind die Linienintegrale iiber die einzelnen Stiicke, aus denen sich 
die Randkurve zusammensetzt, so zu erstrecken, daB J zur Linken liegt. Die 
1 

Formel (16), in der y die geodiitische Kriimmung bedeutet, verdankt man 

Bonnet 1 ); vermutlich kannte sie schon GauB. 

Besitzt die Randkurve in A 2 , . . A n (Fig. 37) Ecken, so daB die 
Tangente beim Durchlaufen des Randes die Sprlinge <x 2 , . . . , <x n in posi- 
tivem Sinne macht (at* ist auch der ,,AuBenwinkel u in dem krummlinigen 

Polygon), so ist in (16) 

Jdd 1 — 2jz — £ <*i\ 

i=l 

denn ohne die Spriinge ware f d& x — 2n. 
Man hat so 

mi //‘"+/S- 2 ” -i,«- 

^ 1st endlich der Bereich B der uv- 
Ebene mehrfach zusammenhangend, so 
zerlege man ihn durch Querschnitte in 
einfach zusammenhangende Bereiche 
und wende dann auf jeden einzelnen 
die Formel (17) an. 

Die GauB-Bonnetsche Formel (17) fiihrt nun zu einem von 
GauB entdeckten und mit Recht als „theorema elegantissi- 
mum“ bezeichneten Satz liber die Totalkrlimmung eines geodati- 



l ) O. Bonnet, ,,M6moire sur la thfeorie g6n6rale des surfaces 1 * (Journ. de 
l’£e. Polyt. XXXII e Cahier, p. 124; 1848). 
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schen Dreiecks auf der Flache, d.h. eines Dreiecks, dessen Seiten 
geodatische Linien sind. 

In der Fig. 38 sei ABC das 
geodatische Dreieck, a, p, y seien die 

1 

Winkel, dann ist fiir jede Seite _ — 0, 

und a 1 = n —«, oc 2 —n —& z —tz — y. 

Aus (17) erhalt man 
j kdJ — 2 jz — (3ti — <x — p — y), 
also 

(18) j" kdJ = J q = oc -f* P ~f- y — rr. 

Diese Formel enthalt den 
Satz (von GauB) 1 ). Die Total - 
kriimmung (= Inhalt des spharischen 
Bildes) eines geoddtischen Dreiecks ist gleich dem Uberschup seiner Winkel - 
summe iiber zwei Rechte (= dem ExzeP). 

Aus (18) folgt, daB die Totalkrummung eines Flachenst.iicks positiv 
oder negativ ist, je nachdem das Flachenstuck lauter elliptische oder hyper- 
bolische Punkte enthalt. Demnach ist die Winkelsumme eines geo- 
datischen Dreiecks 

> 7t auf elliptisch gekriimmten Flachenpartien, 

<n „ hyperbolisch ,, „ 

Speziell fur die Kugel ergibt sich, daB im spharischen Dreieck die 
Winkelsumme groBer als zwei Rechte ist. Ein geodatisches Dreieck auf einer 
abwickelbaren Flache hat eine Winkelsumme gleich zwei Rechten, da jenes 
Dreieck bei der Abwicklung der Flache in eine Ebene in ein ebenes Dreieck 
iibergeht, und bei der Abwicklung die Winkel ja ungeandert bleiben. 

Fiir Fliichen von konstantem KrlimmungsmaB = c (c 4= 0) folgt aus 
(18) / 0 = cJ, also 

(i9) y = «±A±z.z». 

Daraus folgt der 

Satz. Auf einer Flache von konstantem Kriimmungsmap ist der Fldchen - 
inhalt eines geoddtischen Dreiecks dem Uberschup seiner Winkelsumme iiber 
zwei Rechte proportional . 

Speziell fiir die Kugel vom Radius — 1 (/c = c —1) folgt 

/ = a + /? + y — 

eine Gleichung, welche die bekannte Beziehung zwischen dem Inhalt eines 
spharischen Dreiecks und seinem spharischen ExzeB enth&lt. 
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Abbildung zweier Flachen 143 ff; flachen- 
treue 147, 158 ff., 161; konforme 148 ff., 
161, gleichsinnig und entgegengesetzt 152; 
langcntreue 161. 

Absolute Kriimmung 188. 

Absolute Torsion 196. 

Abstand eines Punktes v. d. Tang.-Ebene 
86, 89; zweier kons. Tangenten einer 
Kaumkurve 24ff.; zweier kons. Erzeu- 
genden einer Regelflache 51 ff. 

Abwickelbare Flachen 53 ff., 109, 124, 
147, 166; Kriimmungsmafl der — 168; 
— der Normalen langs einer Kriimmungs- 
linie 100 ff. 

Abwickelbare Polarflache 591., 64 f.; — 
rektifizierende Flache 60 f.; — Tangenten- 
flache 63, 58 f.; — der Minimalkurven 
73. 

Abwicklung s. Deformation. 

Abwicklungskriimmung 196. 

Analytische Funktionen 8, 76 ff. 

Approximation, sukzessive 37 ff. 

Asymptotenlinien 180; Diff. Gl. 108, 115, 
187; Eigenschaften 108, 188, 191; als 
Parameterkurven 127; Drei Asymptoten¬ 
linien durch einen Punkt 117. 

Asymptotenrichtungcn 95, 104. 

Beltramischer Satz 191. 

Bertrandsche Kurven 45 ff., 49. 

Beschleunigungsvektor 17. 

Biegung s. Deformation. 

Biegungsinvarianten 162 f., 195. 

Binare quadratische Formen 144 f. 

Binormale 18, 29, 43; spharisches Bild 28. 

Bogendifferential(-element) s. Linien- 
element. 

Bogenlange einer Raumkurvc 12 f., 27; 
als Parameter 12, 18. 


Bonnetscher Satz 109, 190; Integralformel 
198. 

Bourscher Satz iiber Rotations- und 
Schraubenflachen 170. 

Boursches Problem 166 f. 

Cayleyscher Satz iiber lin. Subst. auf der 
Kugel 157. 

Christ off el sche Symbole 11911., 176, 187. 

Clairautscher Satz iiber geod. Linien auf 
Rot. Flachen 186. 

Curvatura integra 196 ff. 

Deformation 147, 160ft'.; Beispiele 166 ff.; 
Invarianten 162 ff.; 195. 

Differentialformen 82, 90, 135 f., 162. 

Differentialkalkiil, absoluter 162. 

Direktrix 50, 63. 

Diskriminantc 145. 

Doppelverhaltnis von 4 Fortschr. Rich- 
t ungen 144. 

Dreieck, geodatisches 198f. 

Drei-Indices Symbole 119 ff., 176, 187. 

Dreikant, begleitendes 18 f., 21, 60. 

Dualitat von Raumkurven und abw. 
Flachen 58. 

Dupinsche Indikatrix 104 f. 

Ebene, konforme Abbildung 152 f. 

Ebene Kriimmungslinien 109, 190. 

Ebenenbiischel 58. 

Ebenenkoordinaten 74, 12811. 

Einheitskugel 23, 1231.; Flachenelement 
126; FundamentalgroBen 124,127, Linien- 
element 124; Normale 125. 

Einsteinsche Vorschrift 120. 

Ellipsen, geodatische 182 ff. 

Elliptische Kriimmung 94. 

— Punkte94,100,103 f.; sphar. Abbildung 
124 ff. 
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Enneperscher Satz liber As. linien 191. 
Enveloppe 65 f.; — der Normalebenen 69; 

— der rektif. Ebenen 60; — der Schmie- 
gungsebenen 58 f. 

Erzeugende einer abw. Flache 63 ff., 166; 
einer Regelflache 50 ff.; imaginare — 
der Kugel 71, 140. 

Eulersche Gleichung 99 f., 103, 168. 
Evolute 61 ff. 

Evolvente 61 A., 167. 

Exzeft eines geod. Dreiecks 199. 

Filarevolvente 61. 

Flachen, anal. Darstellung 76ff.; in der 
Form z — /(a*, y) 114 ff. 
Flachenelement 84 f., 196; spharisch. Bild 
126. 

Flachenkurven 79, 83, 186 if., Haupt- 
normale 91; Kriimmung 186ff.; Schmie- 
gungsebene 186; Torsionl86, 189. 
Flachennormale 86; Richtungskosinus nnd 
Orientierung 86; Schnitt benachbarter 

— 100 ff. 

Flachentreue Abbildung 147, 158 If., 161. 
Fortschreitungsrichtung auf einer 
Flache 83, 96; auf einer Kurve 12. 
Frenetsche Formeln 26 ff., 39 ff., 47, 59. 
Fundamentalformen 82,97; s. auchDiffe- 
rentialformen. 

Fundamentalgrofien 1. Ordn. 82, 129; 

— 2. Ordn. 89 If., 129; — invariant bei 
Bewegung 93. 

Funktionaldeterminante 78 f. 
Funktionen, analytische 8, 76 ff. 

Ganghohe einer Schraubenlinie 10. 
Gaufische Bildkugel 23, 123 if.; — Flachen- 
darstellung 76 ff., — Gleichungen 123; 
— Koordinaten 79; — Satz vom Kriim- 
mungsmafi 126, — von der Totalkriim- 
mung 199. 

Geodatische Ellipsen und Hyperbeln 182 ff. 

— Koordinaten 166, 177 If. 

— Kriimmung s. Kriimmung 

— Linien, 64 f., 163, 173 If., 182, 187; Diff.- 
Gl. 177,187 f .; invariant b. Deformat. 163; 
mechanische Eigenschaften 175; Schmie- 
gungsebene auf abw. Flachen 55; auf allg. 
Flachen 174 f.; — auf abw. Flachen 64 f., 
61, 66; auf Iiouvilleschen Flachen 184 f.; 
auf d. abw. Polarflache 66 f.; auf Rot. 
Flachen 186 f.; auf Zentraflachen 133. 

— Parallelen 178, 183. 

— Polarkoordinaten 180. 


Geodatische Torsion 196. 

Geodatischer Kontingenzwinkel 193. 

Geodatisches Dreieck 198 f. 

Geschwindigkeitsvektor 17. 

Gcsimsflachen 69. 

Gruppe der Drehungen 168. 

Hauptkriimmungsradien 97 ff., 103 f. 

Hauptkrummungsrichtungen 97; kon- 
jugiert 104; orthogonal 98 f., 104; sphar. 
Bild 128. 

Hauptnormale einer Flachenkurve 91,186; 
einer Raumkurve 18 f., 23, 29, 43, 47 ff. 

Hauptrichtungen s. Hauptkrummungs¬ 
richtungen. 

Hauptschnitte 97. 

Haupttangentenrichtungen s. Asymp- 
totenrichtungen. 

Herleitung von Raumkurven mit gegeb. 
Eigenschaften 42 ff. 

Hyperbeln, geodatische 182 f. 

Hyperbolische Krummung 95. 

— Punkte 95, 100,103 f.; sphar. Bild 124 ff. 

Hyperbolisclies Paraboloid 52. 

Hyperboloid, einmantliges 62, 71. 

Imaginare Erzeugende der Kugel 71, 140. 

Imaginarer unendlich ferner Kugelkreis 70, 
138. 

Indikatrix 102, 104 ff. 

Infinitesimale Drehung 30f.; — Parallel- 
verschiebung 162; — Schraubung 31 ff. 

Integralinvariante 13. 

Invarianten binarer Formen 144f.; — bei 
Bewegungen im Raum 93 f.; — bei De¬ 
formation 162 f.; 195; — bei Parameter- 
transformation 17, 135 ff. 

Inversion 163 f. 

Isogonale Verwandtschaft 163. 

Isometrie 161. 

Isometrische (isotherme) Kurven 140If., 
148. 

— Parameter 141 f., 160, 166. 

Isotherme Kurven 141. 

Iso trope Ebene 76; — Gerade 71; Kurve 72. 

Jacobische Determinante 97, 146. 

Joachimsthalscher Satz 109, 190. 

Kanonische Gleichungen einer Raumkurve 

21 . 

Kartographie 145, 148, 154 ff. 

Katenoid 111, 171 f. 

Kegelflachen 63, 67, 64, 70, 102. 
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Kehlkreis des Katonoids 172. 

Kettonlinie 111, 171. 

Kinematische Ableitung dor Frenetschen 
Formeln 29 ff. 

Konformc Abbildung 72, 147, 148 IT., 161; 
Beispiele 152 ff.; — einer Minimalflache 
128. 

Konjugierte Funktionen 142, 150. 

— Linien 106 ff. 

Konjugierte Richtungen 104ff.; sph. Bild 
127; invariant bei Parametertransfor- 
mation 138. 

Kontingenzwinkel 24, 31; geodatischer — 
193 f. 

Koordinaten, krummlinige (GauBsche) 79 ff. 

Koordinatentransformation 93. 

Kovarianten bei Parametertransformation 

137, 145. 

Kreispunkte 98 f., 109, 115 ff. 

Kriimmung einer Flaehe 89 ff.; — einer 
Flachenkurve (absolute, geodatische, nor- 
male) 387 f.; - geodatische 163, 188, 

193 ff., als Biegungsinvariante 195; — 
eines Normalschnitts 90; — einer Raum- 
kurve 19, 23 f., 126; = Null 24; konstant 
36, 43, 45 f., 49. 

Kriimmungslinien 100 ff.; Differential- 
gleichung 101, 115, 147, 187; ebene 109, 
190; spharische 109; orthogonal und kon- 
jugiert 104, 108; auf abw. Flachen 109; 
in Kreispunktcn 116ff.; als Parameter - 
kurven 102; sphar. Bild 128. 

KriimmungsmaB 99f., 337, 148, 191; in¬ 
variant bei Deformation 363 f.; = Null 109, 
168 f.; Gaufischer Satz vom — 126; — 
in versch. Parametern 164 f. 

Krummungsradius einer Flachenkurve 
186, 188; eines Normalschnitts 90 f., 96; 
einer Raumkurve 23, 39; eines schiefen 
Schnitts 91 f. 

Kugel 23, 71 f., 109,115,123, 140,142,154ff, 
160; imag. Erzeugende 71 f., 140; flachen- 
treue Abbildung 160; konforme Abbildung 
154 ff. 

Kugelkreis, unendlich ferner imaginarer 70, 

138. 

Kiirzeste Linien 54 f., 163, 173 ff., 182. 

Kiirzester Abstand zweier kons. Erzeu- 
genden einer Regelflache 51 ff.; zweier 
kons. Tangenten einer Raumkurve 24 f. 

Kurven doppelter Kriimmung 8. 

— konstanter Kriimmung 36, 43, 451, 49; 
konstanten Kriiramungsmafies auf Flachen 
163; konstanter Torsion 46. 


Kurvenscharen auf einer Flaehe 80, 89. 

Kuspidalkante s. Riickkehrkante. 

Langentreue Abbildung 161. 

Lange Null, Linien von der — s. Minimal- 
linien. 

Leitlinie s. Direktrix. 

Lelieuvresche Formeln 127. 

Lineare Substitution auf der Kugel 157. 

Linienelement einer Flaehe 82, 135, 141, 
167, 169, 177, 185 ff.; =» Null 138; einer 
Kurve 12 f. 

Linksgangige Schraubenlinie 10,29. 

Liouvillesche Flachen 184 ff. 

Loxodrome 156. 

Mercatorsche Projektion 165 f. 

Meridian der Kugel 156 f.; einer Rot. 
Flaehe 81, 132, 160, 170. 

Meridiankurve einer Schraubenflache 113. 

Meusniersche Gleichung (—scher Satz) 92, 
103, 108, 195. 

Min ding scher Satz 195. 

Minimalebenc 75. 

Minimal flachen 72, 111; assoziierte 173; 
sph. Abbildung 128. 

Minimalgeraden 69 ff. 

Minimalkcgel 701, 75. 

Minimalkurven 69, 72 ff., 148 ff., 167; auf 
Flachen 138 ff., Diff.-Gl. 138; als Para- 
meterkurven 139, 156, 166 1. 

Minimalparameter 139. 

Minimalrichtungen 1451 

Nabelpunkte s. Kreispunkte. 

Natiirliche Gleichungen einer Raumkurve 
37 ff. 

Norm ale einer Flaehe 86; einer Raumkurve 
15 f. 

Normalebene einer Raumkurve 14 f., 59, 
64; Enveloppe von — 691 

Normale Kriimmung 187. 

Norinalschnitt 90 ff. 

Oberflachenelement s. Flachenelement. 

Orientierung der Ebenen des begleitenden 
Dreikants 20; der Flachennormalen 86; 
der Hauptnormalen 19; der Tangente 14; 
der Tangentialebene 86. 

Orthogonale Parameterkurven 84, 164. 

Orthogonalitat zweier Flachentangenten 
87. 

Orthogonaltrajektorien 62ff., 67, 89, 
167; von geod. Linien 177 ff. 
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Parabolische Krummung 96; — Kurve 96; 
- Punkte 951., 100, 103 f., 124. 

Paraboloid, hypcrbolisches 52. 

Parallelflachen 133 f. 

Parallelkoordinaten, geodatische 178. 

Parallelkreise 81, 1551, 160, 1691, 186, 
195. 

Parallelkurven 49, 69. 

Parallelverschiebung, infinitesimale 162. 

Parameter einer Flache 76 ff., einer Kurve 
9. 

Parameterdarstellung von Flachen 76 ff. 

Parameterkurven 79ff.; konjugiert 107; 
orthogonal 84; Richtungskosinus 84; Win- 
kel 84; Krummung und Torsion 190 ff. 

Parametertransformation 9, 17, 781, 
134ff.; zulassige — 79. 

Petersonscher Satz 146. 

Planevoluten und -evolventen 61, 6611. 

Polarflache, abwickelbare 59, 641 

Polarkoordinaten, geodatische 180. 

Positive Richtung der Tangente 14; — 
Seite der Tangentialebene 86. 

Projektion einer Raumkurvc auf die 
Ebenen des begl. Dreikants 22. 

Projektivitat des Doppelverhaltnisses von 
vier Richtungen 144. 

Pseudosphare 112, 195. 

Raumkurven, Allgemeines 8 ff.; mit gege- 
benen Eigenschaften 42 ff.; mit konstanter 
Krummung und Torsion 45 1; mit paral- 
lelen Tangenten 431 

Rechtsgangige Schraubenlinie 10, 28. 

Rechtssystem 8, 18. 

Regelflachen 50 ff. 

Regulare Punkte 77. 

Rektifizierbarc Kurven 10. 

Rektifizierende Abwicklungsflache 60 f. 

— Ebene 18ff., 50,61; Enveloppe der — 601 

Relativitatstheorie 119. 

Riccatische Differentialgleichung 41. 

Richtungskosinus der Binormalen 181; 
der Flachennormalen 851; der Haupt- 
normalen 181; der Tangente einer Flachen- 
kurve 83, der Parameterkurven 83 f., einer 
Raumkurve 14. 

Rodriguessche Formeln 119. 

Rohrenflachen 69, 110. 

Rotationsflachen 69, 801, 108, 110 ff., 
195; Asymptotenlinien auf — 111; De¬ 
formation der — 169 ff.; flachentreue 
Abbildung der — 1591; Hauptkriim- 
mungsradien 111; — konstanten Kriim- 


mungsmafies 111 1; — konstanter mitt- 
lerer Krummung Null 111; Krummungs- 
linien auf — 110; Linienelement der — 
110. 

Rtickkehrkante 54, 69 ff 

Salkowskischer Satz 46. 

Schiebungsflachen s. Translationsflachen. 

Schmiegungsebene 15 ff., 57 ff.; Enve¬ 
loppe der — 58; — der Asymptotenlinien 
108; — der Minimalkurvcn 731 

Schmiegungskugcl 33 ff., 60. 

Schmiegungskurve 21. 

Schmiegungsparaboloid 102 ff. 

Schmiegungsschraubenlinie 33. 

Schraubenachsc 32. 

Schraubenflachen 112 ff.; Deformation 
169 ff.; Linienelement 113, 169 ff. 

Schraubenlinie des allgcmeinen Zylinders 
421, 45, 66; des Kreiszylinders 9f., 35 ff. 
43, 49, 169ff.; Bogenlange 13. 

Serretsche Formeln 26 ff. 

Simultaninvariantc 88, 97, 137, 145. 

Spharische Abbildung 231, 123 ff.; — 
einer Flache 123 ff.; einer Raumkurve 
durch Binormalen 28, 31, durch Haupt- 
normalen 24, durch Tangenten 23 f. 

Spharische Krummungslinien 109. 

Stereographische Projektion 156. 

Sukzessive Approximation 37 ff. 

Tangente einer Flachenkurve 83; der Pa- 
rameterkurve 83ff.; einer Raumkurve 
13 ff., 29, 43. 

Tangentenbild einer Raumkurve 231 

Tangentenflache, abwickelbare 53, 581. 

Tangentialebene 851; Orientierung 86. 

Tangentiale Krummung 195. 

Tensorrechnung 119. 

Theorema egregium 164. 

Thfiorema elegantissimum 198. 

Tissotscher Satz 145. 

Torsion 21, 26ff.; = Null 29; absolute 196; 
geodatische 196; — der Asymptotenlinien 
191; einer Flachenkurve 189; — konstant 
45 ff. 

Torsionsradius einer Flachenkurve 186, 
189; einer Raumkurve 29, 39. 

Torsionswinkel 31, 64. 

Totalkrummung 196 ff. 

Transformation der Parameter fur Kurven 
9, 17; fur Flachen 134ff.; Invarianten 
bei einer — 136 ff.; zulassige — 79, 134. 

Traktrix 112. 
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Translationsflachen 107. 

Unendlich ferner imaginarer Kugelkreis 
70, 138. 

Verbiegung s. Deformation. 
Vergrofierungsverhaltnis 151. 

Weingartensche Flachcn 111; —sche For- 
meln 119, 123 f.; — scher Satz 184. 
Wendelflache 172. 

Wendepunkt 1G, 188. 

Windung s. Torsion. 

Winkel der Parameterkurven 84; — zweicr 


Flachentangentcn 86 ff.; einer Flachen- 
kurve gegen die Parameterkurven 191 ff. 

Winlcelsumra e im geodatischen Dreieck 199. 

Winkeltreue Abbildung s. konforme Ab- 
bildung. 

Wronskische Determinante 58. 

Zentraflachen 130ff.; FundamcntalgroBen 
131 f.; gcodatische Linicn 133; Linien- 
element 131; Normal© 131. 

Zulassige Parameter transformation 79. 

Zweite Kriimmung s. Torsion. 

Zylinderflachen 42 f., 45, 52, 58, 66, 102. 
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VERLAQ WALTER DE QRUYTER & CO. / BERLIN W10 UND LEIPZIG 


Journal flir die reine und angewandte Mathematik. Gegrtindet von A. L. 
CRELLE 1826 . Herausgegeben von K. HENSEL, H. BASSE, L. SCHLE- 
SINGER. Wissenschaftlicher Beirat: H. Brandt, M. Dehn, G. Doetsch, 
A. Fraenkel, O. Haupt, F. Hausdorff, E. Bellinger, G. Kowalewski, H. Rade- 
macher, K. Reidemeister, A. Rosenthal, C. Schaefer, W. Schmeidler, F. Schottky, 
O. Toeplitz. Band i —140 Preise auf Anfrage, Band 141—144 je 16 .—, Band 
145—147 je 12 .—, Band 148—151 je 10 .—, Band 152 12 .—, Band 153 17 . 50 , 
Band 154 30 .—, Band 155—156 je 36 .—, Band 157 u. 158 (Jubilaumsband I/II), 
Band 159—163 je 36 .— 

Das von A. L. Crelle gegrundete „ Journal Jut die reive und angewandte Mathematik " darf auf 
eine uber kundertjahri%e ruhmvolle P ergangenhnt suruckblicken. Seri senur Grundung im Jahre 
1826 wurde es der Sammelplatz fur die Arbeiten der graften Manner , welche seit dieser Zeit der Mathe- 
mattk etnen neuen Auf sc hwung gaben. 

Jahrbuch uber die Fortschrltte der Mathematik. Gegrundet von CARL 
OH RTMANN und FELIX MULLER, fortgefuhrt von EM IL LAM PE, ARTHUR 
KORN, LEON LICHTENSTEIN. Herausgegeben ab Band 51 von der Preu- 
Bischen Akademie der Wissensch aften. Schriftleiter: Georg Feigl. 
Band 1 — 50 : Jahrgang 1868 — 1924 . Band 1—44 Preise aui Anfrage, Band 45 
75 .—, Band 46 * 92 .—, Band 47 - 74 .—. Band 48 : 121 .—. Band 49 : 77- —» 
Band 50 : 78 .—, Band 53 ( 1927 ): 108 .—. 1m Druck : Band 51 ( 1925 ), Band 52 ( 1926 ), 
Band 54 ( 1928 ) und Band 55 ( 19 * 29 ). 

Das „ Jahrbuch uber die Fortschrittc der Mathematik" brinet emgehende Befrechungen samthcher 
pertodischen und ntchtpenodischen Feucrst hemungen auf dem Gebrrte der reinen Mathematik, Mechamk, 
Relativitatstheorie, Aitronomie und mathematischen Phvs/k. Auch die Geschichte und Philosophic der 
Mathematik wie die Fra gen der Didnktik fm ien sorgfait/ge herucksicht/gung. 

II Das Jahrbuch kann fur dieFolge niclit nur alsGanzes, sondern auch in einzelnen 
|| Sonderheftcn bezogen werden. Jcdes Sonderlieft umfaBt einen oder zwei 
|| der Hauptabschnitte des Jahrbuchs. Es crscheinen folgende Sonderhefte: 

I. Geschichte, Philosophic, Padagogik; Mengenlehre. II. Arithmetik und Algebra, 
in. Analysis. IV. Geometrie. V. Angewandte Mathematik. — Preise auf Anfrage. 

Geschichte der Mathematik. Von Oberstud.-Dir Dr. H. WIKLETTNER. 2 Bde. 
I: Von den altesten Zeiten bis zur Wende des 17 . Jahrhunderts. 136 Seiten. 1922 . 
II: Von 1700 bis zur Mitte des 10 . Jahrhunderts. 154 Seiten. 1923 . (Samml. 
Goschen Bd. 226 , 875*) Geb - i e 180 

„Zum erstenmal ist hicr in deuticker Sprache erne susammenhangende Darstellung der Geschichte 
der Mathematik versucht warden. 7 rote des engen Ratimes ist sie durchaus lesbar und kemesiuegs eine 
blofie Aufzahlung* Deutsches Philologen-Blatt. 

Geschichte der Mathematik. I. Teil: Von den altesten Zeiten bis Cartesius. Von 
Professor Dr. S. GUNTHER in Munchen. Mit 56 Figuren. VIII, 428 Seiten. 
Neudruck 1927 . (Sammlung Schubert Bd. 18 .) Geb. 17.40 

II. Teii: Von Cartesius bis zur Wende des 18 . Jahrhunderts. Von Oberstudien- 

direktor Dr. H. WIELEITNER in Munchen. 1 . Halite: Arithmetik, Algebra, 
Analysis. Mit 6 Figuren. VIII, 251 Seiten. 1911 . (Sammlung Schubert Bd. 63 .) 
Geb. 8 . 40 . 2 . Halfte : Geometrie und Trigonometric. Mit 13 Fig. VI, 222 Seiten. 
1921 . (Sammlung Schubert Bd. 64 .) Geb. 3.50 

„Es zeigt rich auch in diesem Buche wieder die grope Meisterschaft des Verfassers in der ziel- 
bciuuBten Ausivahl und klaren, anregenden Darstellung eines groflen Stoffes, die auch seine anderen 
groperen Kompendien auszeich.net." Monatskefte fur Mathematik und Physik. 
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Walter de Gruyter & Co., Berlin W io und Leipzig 


Ceschichte der Elementar-Mathematik In systematischer Darstellung. Von 

Professor Dr. JOHANNES TROPFKE, Direktor der Kirschner-Oberrealschule 
zu Berlin. Lex.-Oktav. 

Band i: Rechnen. VII, 222 Seiten. 3 . Aufl. 1930 . 12 .—, geb. 13.20 

Band 2 : Allgemeine Arithmetik. IV, 221 Seiten. 2 . Aufl. 1921 . 8 . 50 , geb. 9.50 
Band 3 : Proportioned Gleichungen. IV, 151 Seiten. 2 . Aufl. 1922 . 6 .—> geb. 7 .— 
Band 4 : Ebene Geometrie. IV, 240 Seiten. 2 . Aufl. 1922 . 9 .—, geb. 10 .— 

Band 5 : I.EbeneTrigonometrie. II. SpharikundspharischeTrigono- 

metrie. IV, 185 Seiten. 2 . Aufl. 1923 . 7 . 50 , geb. 8.50 

Band 6 : Analysis, Analytische Geometrie. IV, 169 S. 2 . Aufl. 1924 . 7 .—, geb. 8 .— 
Band 7 : Stereometric. Verzeichnisse. V, 128 Seiten. 2 . Aufl. 1924 . 6 . 50 , geb. 7.50 

„Dem Verfasser gebiihrt wiser Dank fur sein die neuesten Ergebnisse historischer Forschungen 
beriicksichtigendes, durch Vollstdndigkeit und Klarheit sick auszeichuendes Werk. Es verdient seinen 
Platz im Biicherschratik eittes jedeti Mathematikers." Naturwissenschaften. 

Mathematische Forschung in den letzten 20 Jahren. Rede, gehalten am 
31 . Januar 1921 vor der Mathematischen Gesellschaft Benares von deren Vor- 
sitzendem GANESH PRASAD. Aus dem Englischen (ibersetzt von Dr. FRIED¬ 
RICH LANGE. GroB-Oktav. 37 Seiten. 1923 . 0.80 

In leichtverstdndlicher Darstellung berichtet der Verfasser iiber den Avfbau der Theorie der Inte¬ 
gra Igleichu ngen und ihre Anwendungen, die Erf or sc hung der Grundlagen der mathematischen Physik, 
die Verailgemeinerung des Begriffs der konvcrgenten Rcihen und die Entwicklung der modemen 
Relativitiitsth eorie . 

Neue Rechentafeln. Fiir Multiplikation und Division mit alien ein- bis vier- 
stelligen Zahlen. Herausgegeben von Professor Dr. J. PETERS, Observator 
am Astronomischen Recheninstitut. Folio-Format.VI ,378 Seiten. 1909 . Geb. 20 .— 
Diese Rechentafeln von Peters sind ebenfalls in franzosischer wie eng- 
lischer Ausgabe zu haben. Je geb. 20 .— 

Dr. A. L. Crelles Rechentafeln, welche alles Multiplizieren und Dividieren mit 
Zahlen unter Tausend ganz ersparen, bei groBeren Zahlen aber die Rechnung 
erleichtern und sicherer machen. Neue Ausgabe. Besorgt von O. SEELIGER. 
Mit Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1 — 1000 . VII, 501 Seiten. Folio. 
1930 . Geb. 26 .— 

Diese Rechentafeln von Crelle liegen auch in englischer Ausgabe vor. 

Je geb. 26 .— 

Funfstellige Logarithmen. Mit mehreren graphischen Rechentafeln und haufig 
vorkommenden Zahlwerten. Von Regierungsrat Professor A. ADLER. Zweite 
Auflage. 117 Seiten u. 1 Tafel. 1929 . (Samml. Goschen Bd. 423 .) Geb. 1.80 

Der Band enthalt die gemeinen Logaritkmen der ganzcn Zahlen bis lOOO, die der goniometrischen 
Funktionen, die zuirklichen IVerte dieser Funktiotien und die Reihe von mathematischen, physikalischen 
und astronomischen Hilfstafeln, wie sie funfstelligen Logarithmentafeln geivohnlich beigegeben sind. 

Funfstellige Logarithmentafeln der trigonometrischen Funktionen fur jedeZeit- 
sekunde des Quadranten. Herausgegeben von Prof. Dr. J. PETERS, Observator 
am Astronomischen Recheninstitut. Lex.-Oktav. IV, 82 Seiten. 1912 . 6 .—,geb. 7 .— 

in den voriiegenden Tafeln bidet der Herausgeber, unter Benutzung des wertvollen Materials, das 
ihtu als Resuttat der mit J. Bauschinger ausgefiihrien Bearbeitung der tt stelligen Tafeln der trigonome - 
t? ischen Funktionen zur Verfugung stand, der rechnenden Astronomic ein Hilfsmittel von grofiem Flutzen. 

Vollst&ndige logarithmische und trigonometrische Tafeln. Von Professor 
Dr. E. F. AUGUST, weiland Direktor des Kollnischen Real gymnasiums, Berlin. 
Achtundvierzigste Auflage in dcr Bearbeitung von Dr. F. AUGUST, weiland 
Prof. a. d. Artillerie-u. Ingenieur-Schule, Berlin. Oktav. VII, 2 o 4 S. 1927 . Geb. 2 .— 

„Die Anordnungen des Zahienmaterials in den Tafeln, der klare Druck, handliches Format und 
gediegene Ausstattung tmffehlen das Buck all ein.*• Allgemeine Vemicssu ngs-Nachrichten . 

Vierstellige Tafeln und Gegentafeln fiir logarithmisches und trigonometrisches 
Rechnen in zwei Farben zusammengestellt. Von Professor Dr. HERMANN 
SCHUBERT. Neue Ausgabe von Dr. ROBERT HAUSSNER. o. 6 . Professor 
a. d. Universitat Jena. 175 S. Neudruck 1926 . (Samml. Goschen Bd. 81 .) Geb. 1.80 

„Die vierstelligen Logaritkmen sind in der Form recht handlich undgefallig. Besorders zu empfehlen 
sind die Tafeln fiir Schuten, wo es von Vorteil ist, die Lernenden nicht mit umfangreichen Buchem 
zu be las ten. 1 ' Zeitschrift d. Osterr. Ingenieur- und Architekten-Vereins. 
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Vierstellige Logarlthmentafeln. Von Dr. MAX ZACHARIAS, Studienrat am 
Vereinigten Friedrichs- und Huinboldt-Gymnasium in Berlin, und Dr. PAUL 
METH, Studienrat a. d. Herderschule in Charlottcnburg. GroB-Oktav. 44 Seiten. 
1927 * Geb. 1.50 

„Diese Logarithmentafel zcicknct sich durch iibersicktliche Anordnuttg und Reichiutn des Gebotenen 
aus." Deutsche Schulzeitung in Polen. 


Logarithmische Rechentafeln filr Chemiker, Pharmazeuten, Mediziner und 
Physiker. Gegriindet von Professor Dr. F. W. KOSTER f- Fiir den Gebrauch 
imUnterrichtslaboratorium und in der Praxis berechnet sowie mit Erlauterungen 
versehen. Nach dem gegenwartigen Stande der Forschung bearbeitet von Dr. 
A.TPIIEL, o. 6 . Professor der physikalischen Chemie, Direktor des Physik.-Chem. 
Instituts der Universitat Marburg. FiinfunddreiBigste bis vierzigste, verbesserte 
und vermehrte Auflage. Oktav. 188 Seiten und eine Tafel. 1929 . Geb. 7.50 

„Die wohl allseitig bekannten Kiisterschen Rechentafeln sind dem Chemiker, der sich ihrer einmal 
bedient hat, zunt ungern entbehrten IVerkzevg geworden, das sich in seiner bewdhrten Anordnuttg 
des Stojfcs zu einem ivirklich niitzlichen und fast notivendigen Hilfsbuch entwickelt hat . Die Neu- 
auflage erscheint <wie iiblich nach dem neuesten Stande der Forschung." 

Zeitschrift fur angewandte Chemie . 


Fttnfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie der Funk- 
tionen e x und e— x mit den natiirlichen Zahlen als Argument. Von Dr. - 
Ing. KEIICHI HAYASHI, Professor an der Kaiserlichen Kyushu-Universitat 
Fukuoka-Hakosaki, Japan. Oktav. IV, 182 Seiten. Neudruck 1931 . 9 .— 

„Der bekannte japattische Verfasser hat aus der Notwendigkeit, die Werte beider Funktionsarten 
gleichzeitig zur Verfiigutig zu haben, Tafeln berechnet, in denen tiicht nur die Hyperbelfunktionen, 
sondem auch die Kreisfunktionen mit versehicden gro/Jen Abstufungen, auf fiittf Dezimalstellen an- 
gewendet sind. Die Anordnuttg dieser Tafeln ist auf erst praktisch, Druck und Papier sind ausgezeichnet, 
so da /3 die Benutzung sich bequem utui eiufach gestaltet. Fiir allc, die zahlenmaflige Rechnungett mit 
den genannten Funktionen hdufiger auszu/iihren haben, ist der Gebrauch der Tafeln als praktisch und 
zeitsparend zu empfehlen. , ' Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure. 


Hauptsatze der Elementar-Mathematik zum Gebrauch an hoheren Lehr- 
anstalten. Von Dr. F. G. MEHLER. Neu bearbeitet von Oberstudiendirektor 


A. SCHULTE-TIGGES. Oktav. 

AusgabeA. 31 . Auflage des Stammbuches. Mit 107 Figuren im Text und 
auf 1 Tafel. XII, 280 Seiten. 1921 . 2.80 

AusgabeB mit (J b ji n g e n. Unterstufe. 13 . Auflage. Mit 6 Tafeln. 
IX, 223 Seiten. 1927 . 2.80 

Ausgabe B ohne Ubungen. 12. Auflage. (Sonst wie die vorige.) * 
Unterstufe. Mit 3 Tafeln. 166 Seiten. 1923 * 1.80 

Oberstufe. 8 . Auflage. Mit 6 Tafeln. VII, 254 Seiten. 1925 . 4 .— 

Geometrische Aufgaben und Ubungen (aus der Ausgabe B). 
Unterstufe. Mit 2 Tafeln. 58 Seiten. 1923* °- 6 o 

Oberstufe. 89 Seiten. 1925 . 1.50 

Hierzu sind erschienen: 

Rechentafeln fur hoherc Lehranstaltcn. 2 . Auflage. 18 Seiten. 1929 . 0.30 

Arithmetische Aufgabensammlung (aus der Ausgabe B). 

Unterstufe. Mit 4 Tafeln. V, 100 Seiten. 1927 . 2.50 

Oberstufe. 106 Seiten. 1929 . 3*— 

Ergebnisse zur Unterstufe. 42 Seiten. 1928 . 3 .— 

Auflosungen zur Oberstufe. IV, 92 Seiten. 1929 . 4 .— 

Ferner folgende Einzelteile der Oberstufe mit Ubungen: 


Grundzuge und Anwendungen der Differential- und Integralrechnung mit zahl- 
reichen tfbungsaufgaben fiir hohere Schulen. Mit 1 Tafel. 63 Seiten. 1925 . 1 .— 
Grundzuge der darstellenden Geometrie mit zahlreichen XJbungsaufgaben fiir 
hohere Schulen. Mit 4 Tafeln. 63 Seiten. 1925 . 1.50 
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Mathematische Formelsammlung. Von Professor O. TH. BURKLENt. Voll- 
standig umgearbeitete Neuausgabe von Dr. F. RINGLEB. Mit 38 Figuren. 
Zweite, verbesserte Auflage. 256 Seiten. 1931 . (Sammlung Goschen Bd. 51 .) Geb. 1.80 

„Eine sekr geschickt ausgnv 'dhlte und rechi reichhaltrge Sammlung, welche wohlgecignet ist, die 
Abiturienten der Gymnasien und Oberrealschulen bei den Repetitionen mu unterstiitzen und ihnen einen 
klaren Uberblick iiber das game System der Elementarmatkematik mu geben." 

Fortschritte der Mathematik. 

Mathematische MuBestunden. Eine Sammlung von Geduldspielen, Kunststiicken 
u.Unterhaltungsaufgabenmathematischer Natur. Von Professor Dr. HERMANN 
SCHUBERT. Vierte Auflage, neubearbeitet von Professor Dr. F. FITTING, 
Miinchen-Gladbach. Oktav. 245 Seiten. 1924 . Geb. 6 .— 

„Das kleine, auch duffer lick hiibsch ausgestattete Buck wird alien Lesem Freude mac hen, und 
insbesondere der Lehrer wird in ihm eine Fiille von Anregungen fiir den Unterrickt vorfinden. IVir 
emp/ehlen die ,Muffestunden’ allgemeiner Beacktung. u Zeitschri/t fur das Realtchulwesen. 

Arithmetik nebst Gleichungen 1 . und 2 . Grades. Von Professor Dr. HERMANN 
SCHUBERT. Dritte Auflage, neubearbeitet von Professor P. B. FISCHER, 
Studienrat am Gymnasium zu Berlin-Steglitz. Mit 5 Figuren. 132 Seiten. 1923 . 
(Sammlung Goschen Bd. 47 .) Geb. 1.80 

Die neue Bearbeitung des vorliegenden Bandes ist durch einen Abschnitt iiber Kombinatorik bereichert. 

Elementare Algebra. Von Professor P. B. FISCHER, Studienrat am Gymnasium 
in Berlin-Steglitz. Mit 20 Figuren. 149 Seiten. 1926 . (Samml. Goschen 
Bd. 930 .) Geb. 1.80 

„Der ersie 7eil des Bandes behandelt die allgemeine 7 heorie der algebraisch.cn Gleichungen, der 
zweite besondere Gleichungen und Losnngsverfahren. Dem Text sind gut geiudhlte Zaklenbeispiele bei- 
gegeben. “ Allgem. Vermessungs-Nackrichten. 

Einffihrung in die Axiomatlk der Algebra. Von Dr. H. BECK, o. Professor 
an der Universitat Bonn. 1926 . X, 198 Seiten. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 6 .) 

9 .—, geb. 10.50 

Das vorliegende Buck enthd.lt ini wesentlichen den Stoff einer an der Bonner Universttai gehaltenen 
Anfdngervorlesung i es erschopft sick nicht in axiomatischen Din gen, sondem bringt dariiber Jiinaus 
eine Reihe anderer Gebiete, die der Studierende braucht. 

Lehrbuch der Algebra. Von Dr. ALFRED LOEWY, o. Professor an der Univer¬ 
sitat in Freiburg i. Br. I.Teil: Grundlagen der Arithmetik. GroB-Oktav. VI, 
398 Seiten. 1915 - 12 .—, geb. 13.20 

Algebra I: Die Grundlagen. Von Dr. OSKAR PERRON, o. 6 . Professor an 
der Universitat Miinchen. Mit 4 Figuren. 1927 . VIII, 307 Seiten. (Goschens 

Lehrbiicherei Bd. 8 .) 10 .—, geb. 11.50 

0 

Algebra II: Theorie der algebraischen Gleichungen. Von Dr. OSKAR PER¬ 
RON, o. 6 . Professor an der Universitat Miinchen. Mit 5 Figuren. 1927 . VIII, 
243 Seiten. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 9 .) 8 .—, geb. 9.50 

Band I enthdlt die Grundbegrijfe, es folgt ein Kapitel iiber den fiolynomischen und den Taylorschen 
Satz und der fiir den Ingenieur wichtige Abschnitt iiber Determinanten. Anschliefiend folgen Kapitel 
iiber symmetrische Funktionen, Teilbarkeit und iiber die Existenz von IVurzeln. Band II ist der 
Gleichungstheorie gewidmet. 

Hdhere Algebra. Von Dr. HELMUT HASSE, o. 6 . Professor der Mathematik 
an der Universitat Halle. 

I: Lineare Gleichungen. 160 Seiten. 1926 . (Samml. Goschen Bd. 931 .) Geb. 1.80 
II: Gleichungen hoheren Grades. 160 Seiten. 1927 . (Samml. Goschen Bd. 932 .) 

Geb. r. 8 o 

„Es ist dem Verjasser gelungen, in engstem Rahmen das Gebiiude der „ allgemeinen“ Algebra vor 
den Augen des Lesers aufzurichten, einer Algebra, die auf dent Fundament der Definitionen der Ringe, 
Korper und Integritdtsbereiche anfgebaut ist." Zeitschrift fiir mathem. und naturw, Unterr. 

Algebraische Theorie der K5rper. Von Professor Dr. ERNST STEINITZ. Neu 
herausgegeben, mit Erliiuterungen und einem Anhang: AbriB der Galoisschen 
Theorie versehen von Dr. REINHOLD BAER und Professor Dr. HELMUT 
HASSE. Oktav. 134 Seiten und 27 Seiten Erlauterungsheft. 1930 . 9 .—, geb. 10.20 
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Praxis der Gleichungen. Von Dr. C. RUNGE, Professor an der Universitat 
Gottingen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 8 Figuren. 1921 . V, 172 Seiten. 
(Goschens Lehrbiicherei Bd. 2 .) 6 .—, geb. 7 .— 

Bine ersch'opfende Darstellung der Verfahren zur numerischen Auswertung der lineareu und nicKt- 
Unearen Gleichungen mit einer und mehreren Unbekannten . Dient das Werk auch in erster Linie den 
Bediir/nissen des praktiscken Rechnens, so Jindet dock auch der Lehrer viele wertvolle Anregungen darin. 

Beisplelsammlung zur Arithmetik und Algebra. Von Professor Dr. HER¬ 
MANN SCHUBERT. Vierte, neubearbeitete und erweiterte Auflage von 
Professor P. B. FISCHER, Studienrat am Gymnasium zu Berlin-Steglitz. Mit 
8 Figuren. 139 Seiten. 1926 . (Samml. Goschen Bd. 48 .) Geb. 1.80 

Die bekannte Beispislsatntnlung zur Arithmetik und Algebra von H. Schubert erscheint hi emit in 
einer neuen Bearbeitung. Anderungen gegen die alten Au/Utgen sind neben unerheblichen Kiirzungen 
und mehrfachen Verbesserungeit insofem eingetreten, ails die Aufgaben zur Algebra ganz erheblich 
erweitert wurden. 

Gruppentheorie. Von Dr. LUDWIG BAUMGARTNER in Miinchen. Mit 
8 Figuren. 120 Seiten. 1921 . (Samml. Goschen Bd. 837 .) Geb. 1.80 

Einfuhrung In die Determinantentheorie einschlieBlich der Fredholmschen 
Determinanten. Von Dr. GERHARD KOWALEWSKI, o. Prof, an der Techn. 
Hochsch. in Dresden. Zweite,verk. Aufl. Gr.-Okt. IV, 304 S. 1925 . 14 .—, geb. 15.50 

„Die Kowalewskische Darstellung des untfangreichen Gebictcs zeichnet sich dnrch die anschanliche 
Kraft und Klarheit der Sprache vor anderen aus. Die Besch'dftigung-mit diesrm Buchegewakrt neben 
dem ivisseuschaftlichen Gewinn einen reichen dsthetischen Gettu/3. U Schuhvart. 

Determinanten. Von Professor Studienrat PAUL B. FISCHER. Zweite, 
verbesserte Auflage. Durchgesehener Neudruck. 136 Seiten. 1928 . (Samml. 
Goschen Bd. 402 .) Geb. 1.80 

Der in einer •wesentlich umgearbeiteten Auflage vorliegende Band soil die Studierenden der Mathe- 
niatik, Physik und technischeu IVissenschaften in die Grundziige der Determinanten einjiihren. 

Zahlentheorie. Von Dr. KURT HENSEL, 0 . 6 . Professor an der Universitat 
Marburg. GroB-Oktav. XII, 356 Seiten. 1913 . 10 .—, geb. 12 . — 

Grundlehren der neueren Zahlentheorie. Von Professor Dr. PAUL BACH- 
MANN. Zweite, verbesserte Auflage. Herausgegeben von Dr. ROBERT 
HAUSSNER, ord. Professor an der Universitat Jena. Mit 10 Figuren. 1921 . 
XV, 246 Seiten. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 3 .) 8 . 50 , geb. 9.50 

Der er.ste Abschnitt nmjafit die klassische Theorie der rationalett Zahlen, der zweite einc Einfuhrung 
in die Theorie der algebraischen Zahlen, deren verst: hiedcue Methoden am Beispiel des quadratics hen 
Kotpers zu cittern harmonise hen, in sich geschlossenen Bau zusammengefugt werdett . 

Synthetische Zahlentheorie. Von Dr. RUDOLF FUETER, o. Professor an 
der Universitat Zurich. Zweite, verbesserte Auflage. 1925 . VIII, 277 Seiten. 
(Goschens Lehrbiicherei Bd. 4 .) 10 .—, geb. 12 .— 

Die vorliegende zweite Auflage des beiviihrten Lehrbuches iveist gegen die erste sahlreiche Anderungen 
und F.rg'anzungen anf. 

Das Fermatproblem in seiner bisherlgen Entwicklung. Von Professor 
Dr. PAUL BACHMANN. Oktav. VIII, 160 Seiten. 1919 . 2.50 

In der vorliegenden Abhandlung gibt der Verfasser eitte Ubersicht von den Beweisverfahren nnd 
den Theoriett, welche Euler, Legendre, Gau/3, Dirit hlet, Kummer und andere For seller in i/tren Studien 
iiber das allgem cine Ferrnatbroblem angeiuandt und entwickelt haben. 

Irrationalzahlen. Von Dr. OSKAR PERRON, o. 6 . Professor an der Universitat 
Miinchen. 1921 . VIII, 186 Seiten. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 1 .) 

6 .—, geb. 7 .— 

Inhalt: Die Grundlageti — Der Begriff der Grense — Potensen und Logarithmen — l'erschiedene 
Darstellungsformen irrationaler Zahlen — Approximation irrationaler Zahlen durch rationale — Al- 
gebraische and transzendente Zahlen. 

Lehrbuch der Mathematlk fur Studierende der Naturwissenschaften und 
der Technik. Eine Einfuhrung in die Differential- und Integralrechnutig und 
in die analytische Geometrie. Von Dr. GEORG SCHEFFERS, Geh. Regierungs- 
rat, Prof. a. d. Techn. Hochschule Charlottenburg. Mit 438 Figuren. Sechste, ver¬ 
besserte Auflage. Lexikon-Oktav. VIII, 743 Seiten. 1925 * 3 °-—» g eb * 33-— 

Dieses vor allem fur Studierende der Naturwissenschaften nnd der Technik geschriebenc Lehrbuch 
ist in erster Linie fur den Selbstunterricht bestimmt und geht daher von dem denkbar geringsten Ma(3 
von Vorkenntnissen aus: der Lexer braucht nur itn Buckstabenrechnen, in der Auflosung von Glet- 
ckungen ersten Grades mit einer Unbekannten und in der niederen Geometrie bewandert zu seitt. 
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Elementare Reihenlehre. Von Dr. HANS FALCKENBERG, Professor an der 
Universitat GieBen. Mit 4 Figuren im Text. 136 Seiten. 1926 . (Samml. 
Goschen Bd. 943 .) Geb. 1.80 

Das Bandchen will we hr bieten als das, i tuts in jedern Lehrbuch der Tnfinitesimalrechnung uber 
unendliche Reihen enthalten ist, und fiigt deskalb z. B. der Er'orterung uber das Cauchysche Divergent - 
und Konvergenzkriterium auch solc/ie uber das Raabesche, das logarithm!sc he und das Gaufische an. 

Komplexe Reihen nebst Aufgaben uber reelle und komplexe Reihen. Von 

Dr. HANS FALCKENBERG, Professor an der Universitiit GieBen. Mit 3 Figuren 
ini Text. 140 Seiten. 1931 . (Samml. Goschen Bd. 1027 .) Geb. 1.80 

Fouriersche Reihen. Von Dr. W. ROGOSINSKI, a. o. Professor an der Universitat 
Konigsbergi.Pr. Mit 4 Figuren. 135 Seiten. 1930 . (Samml. Goschen Bd. 1022 .) Geb. 1.80 

Lebesguesche Integrate und Fouriersche Reihen. Von Dr. L. SCHLESINGER, 
o. Professor an der Universitat GieBen, und Dr. A. PLESSNER. GroB-Oktav. 
VIII, 229 Seiten. 1926 . 14 .—, ge b. 16 . 

„Das System ist so durckgefuhrt, daft fast kerne Vorkenntnisse gefordert und trotzdem das voile 
Beherrschen des Materials erzielt werden kann.‘ r Allgemeine Osterr. Chentiker - u. Techniker-Zcitung. 

Niedere Analysis. Von Professor Dr. BENEDIKT SPORER. Mit 5 Figuren. 
Zweite, verbesserte Auflage. Sechster Abdruck. 179 Seiten. 1919 . (Samml. 
Goschen Bd. 53 -) Geb. 1.80 

O/tne den wissenschaftlichen Boden zu verlassen, war es das Bestreben des Verfassers, alle Ablei- 
tungen in den verschiedenen Rapiteln dieses umfangreichen Gebietes so einfach und verstdudlich wie 
ntoglich darzustellen und ditrck Beispicle klarer zu machen. 

Hbhere Analysis. Von Dr. FR. JUNKER, Rektor des Realgymnasiums und 
der Oberrealschule in Goppingen (Wiirttemberg). Erster Teil: Differential- 
rechnung. Mit 167 Obungsbeispielen und 67 Figuren im Text. Dritte, verbes¬ 
serte A u fl a g e. Neudruck. 204 Seiten. 1929 . (Samml. Goschen Bd. 87 .) Geb. 1.80 
Zweiter Teil: Integralrechnung. Mit 50 Figuren im Text. Vierte, verbes¬ 
serte Auflage. Neudruck. 132 Seiten. 1929 . (Samml. Goschen Bd. 88 .) Geb. 1.80 

„Die Bandchen sind eine ivakre Hochschule des abstrakteu Denkens, und das IVerk genie fit in Fach- 
kreisen mit Recht das hochste Ansehen. u Magazin fur Pddagogik 

Repetltorium und Aufgabensammlung zur Differentialrechnung. Von Rektor 
Dr. FR. JUNKER. Vierte, verbesserte Au flag e von Oberstudienrat Pro¬ 
fessor Dr. A. WITTING. Mit 47 Figuren im Text. 130 Seiten. 1928 . (Samml. ' 
Goschen Bd. 146 .) Geb. 1.80 

Der Band, der sich als vorsiigliches Mittcl zur Einubung der elementaren S'dtze und Fomteln der 
Differentialrechnung bewdhrt hat, erfuhr bei seiner Neuauflage eine bedeutende Verbesserung und Er- 
weiterung. 

Repetitorium und Aufgabensammlung zur Intregalrechnung. Von Rektor 
Dr. FR. JUNKER. Mit 52 Figuren im Text. Dritte, verbesserte Auflage 
Neudruck. 135 Seiten. 1929 . (Samml. Goschen Bd. 147 .) Geb. 1.80 

y,Die reichhaltige Aufgabensammlung ist fur den Selbstunterricht sehr geeignet. Das nutzliche 
Biichlein unrd weiterhin die verdiente grope Verwendung fmden .“ Schweizer Pddagogische Zeitschrift. 

Lehrbuch der Differentialgleichungen. Von Dr. HEINRICH LIEBMANN, 
o. Professor an der Universitat Heidelberg. GroB-Oktav. VI, 226 Seiten. Mit 
31 Figuren. 1901 . 6 .—, geb. 7.20 

Einfilhrung in die Theorie der gewbhnlichen Differentialgleichungen auf 
funktionentheoretischer Grundlage. Von Dr. LUDW. SCHLESINGER, 
o. Professor an der Universitat GieBen. Dritte, neubearbeitete Auflage. GroB- 
Oktav. VIII, 326 Seiten. 1922 . 10 .—, geb. ii.— 

Es war das Bestreben des Eerfassers, Parch die hier gegebene Darstellung die Theorie der Diffe¬ 
rentialgleichungen auch denjenigen leichter zugdnglich zu machen, die es mit den Anwendungen der 
Analysis zu tun haben. 

Gewtthnliche Differentialgleichungen. Von Professor Dr. G. HOHEISEL. 
Zweite, verbesserte Auflage. 159 Seiten. 1930 . (Samml.Goschen Bd. 920 .) Geb. 1.80 

Per Band beginnt mit einer elementar gchaltenen Einfuhrung in die Theorie der gewohnlichen 
Differentialgleichungen, geht aber in den spdteren Teilen uber die Anfangsgriinde hinaus. Bei der 
Auswahl des Stoffes warden Gegenstdnde, welche Anwendungen zulassen, bevorzugt 
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Oewdhnliche Differentialgleichungen. Von Dr. J. HORN, o. Professor an der 
Technischen Hochschule Darmstadt. Zweite, vollig umgearb. Auflage. Mit 
4 Fig. 1927 . VIII, 197 Seit. (Goschens Lehrbiicherei Bd. 10 .) 9 .—, geb. 10.50 

Inhalt 1 Elementare Integrationsmethoden, Existenzbeweise, Methode der schrittweisen Anndhemng, 
numerische undgraphische Naherungsmethoden, lineare Differentialgleichungen, elementare Integrations - 
methoden und weitere Untersuchungen im reellen Gebiet, Existenzbeweise itn komplexen Gebiet, Ab- 
hdngigkeit der Losungen von Parametem und Anfangswerten, Singulariidten nichtlinearer Differential- 
gleichungen. 

Partielle Differentialgleichungen. Von Professor Dr. G. HOHEISEL. i 59 Seiten. 
1928 . (Samml. Goschen Bd. 1003 .) Geb. 1.80 

Das Buck enthdlt alle wichtigen Lehrsdtze und Methoden fiir die Integration der partiellen Diffe• 
rentialgleichungen. 7 rotz der Kiirse sind alle wesentlichen Ideen und IVege aufgezeigt. 

Partielle Differentialgleichungen. Von Dr. J. HORN, o. Professor an der Tech¬ 
nischen Hochschule Darmstadt. Zweite, umgearbeitete Auflage. Mit 8 Figuren. 
Vm, 228 Seiten. 1929 . (Goschens Lehrbiicherei Bd. 14 .) 11 .—, geb. 12 .— 

lit diesern einfiih renden Lehr buck, das seine Eigenart ganz aus dent bewdkrten Programm von 
M Goschens LehrbiichereP herleitet, werden sowohl lineare partielle Differentialgleichungen zweiter 
Ordnuitg, tvie sie in der mathematischen Physik vorkommen als auch nichtlineare Partielle Differential- 
gleichungen erster und zweiter Ordnuitg behandelt, sowohl liandwert- als auch Anfatigswcrtprobleme, 
durchweg unter Beschrankuitg aitf zwei unabhangige Verdnderliche; es wird auch eine Einfiihrung 
in die hdufig benntzte Theorie der Integralglcichungen gegebeit. 

Integralgleichungen. Von Dr. GERHARD KOWALEWSKI, o. Professor an der 
Technischen Hochschule Dresden. Mit 11 Figuren. GroB-Oktav. 302 Seiten. 1930 . 
(Goschens Lehrbiicherei Bd. 18 .) 15 .—, geb. 16.50 

Mengenlehre. Von Professor Dr. E. KAMKE. Mit 6 Figuren. 160 Seiten. 1928 . 
(Samml. Goschen Bd. 999 .) Geb. 1.80 

Der Band behandelt die grundlegenden Tatsachen der Mengenlehre, die fiir alle Zweige der Mathe- 
matik so grofie Bedeutnng gewonuen hat . Die Definition der Meitge erfolgt im Anschlufi an Cantor, 
Besoitdere Vorkenntnisse werden nicht vorausgesetzt. 

Mengenlehre. Von Dr. F. HAUSDORFF, o. Professor an der Universitat 
Bonn. Zweite, neubearbeitete Auflage. Mit 12 Figuren. 1927 . 285 Seiten. 
(Goschens Lehrbiicherei Bd. 7 .) 12 .—-, geb. 13.50 

Das Lehrbuch setzt beim Lesen keine hbheren mathematischen Kenntnisse als die Anfangsgriinde 
der Differential- und Integralrechnung, allerdin -s aber eine gewisse Sckarfc des abstrakten Deitkens 
voraus und wird von Studierenden in mittleren Semcstern mit Erfolg gelesen werden kontten, 

Funktionentheoretische Vorlesungen. Von HEINRICH BURKHARDT. Neu 
herausgegeb.von Dr.GEORG FABER, o. Prof. a. d.Techn. Hochsch. in Miinchen. 
I. Band I. Pleft. Dritte, umgearbeitete Auflage. GroB-Oktav. X, 182 Seiten. 

1920 . 6 .—, geb. 7.20 

I. Band 2 . Heft. Fiinfte, -umgearbeitete Auflage. GroB-Oktav. X, 286 Seiten. 

1921 . 9 -—> geb. 10.50 

II. Band. Dritte, vollstandig umgearbeitete Auflage. GroB-Oktav. VI, 444 Seiten. 

1920 . 14 -—% geb. 15.50 

Das Buck will in einer fiir Studierende geeigneten Form den Zugang zu den Funktionentheorien 
von Wei erst raU und von Riemantt zugleich ers til lie den, 

Einleitung in die Funktionentheorie. (Die komplexen Zahlen und ihre ele- 
mentaren Funktionen.) Von MAX ROSE, Oberlehrer an der Goetheschule 
zu Berlin -Wilmersdorf. Mit 10 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 
135 Seiten. 1918 . (Samml. Goschen Bd. 581 .) Geb. 1.80 

Der Verfasser gibt eine systematische Darstellnng aller derjeitigen Hilfsinittel, deren die Funktionen¬ 
theorie zur Entwicklung ihrer Prinzipien bedatf. Im An hang werden die Grundziige der konfortnett 
Abbilduttg eriirtert und an Beispielen erldutert. 

Funktionentheorie. Von Dr. KONRAD KNOPP, o. Professor an der Uni¬ 
versitat Tubingen. 

Erster Teil: Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen. 
Mit 8 Figuren. Vierte, verbesserte Auflage. 140 Seiten. 1930 . (Sammlung 
Goschen Bd. 668 .) Geb. 1.80 

Zweiter Teil: Anwendungen und Weiterfiihrung der allgemeinen Theorie. 
Mit 7 Figuren. Zweite, vollstandig neubearbeitete Auflage. Durchgesehener 
Neudruck. 138 Seiten. 1926 . (Samml. Goschen Bd. 703 .) Geb. 1.80 

n Die beiden vollstandig neubearbeiteten Bdnde seien alien Studierenden der Mathematik als Muster 
klarer und strenger Darstellung aufs wdrmste emPfohlenA Monatsschrift fur Mathematik und Physik. 
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Aufgabensammlung zur Funktionentheorie. Von Dr. KONRAD KNOPP, 
o. Professor an der Universitat Tubingen. 

Erster Teil: Aufgaben zur elementaren Funktionentheorie. 136 Seiten. 1923 . 
(Samml. Goschen Bd. 877 .) Geb. 1.80 

Zweiter Teil: Aufgaben zur hoheren Funktionentheorie. 143 Seiten. 1928 . 
(Samml. Goschen Bd. 878 .) Geb. 1.80 

Die Mehrzahl der in den beiden Banden enthaltenen Aufgaben beziehen sich 
auf Knopps „Funktionentheorie M (Samml. Goschen Bd. 668 und 703 ). Samt- 
lichen Aufgaben sind die Losungen beigegeben. 

Einf&hrung in die konforme Abbildung. Von Dr. LUDWIG BIEBERBACH, 
0 . 6 . Professor an der Universitat Be rlin. Z w e i t e, neubearbeitete Au f 1 a ge. 
Mit 38 Figuren. 131 Seiten. 1927 . (Samml. Goschen Bd. 768 .) Geb. 1.80 

r Der Autorfa0t seine Aufgabe, eine Einfiihrung in die konforme Abbildung mu geben, in dopfieltem 
Sinne auf. Er vermittelt dem Leser die eigentlick elementaren leile der Theorie der konfomten Ab¬ 
bildung f andererseits erojfnet er durck Eingehen auf einzelne none Entwicklungen den Zugang mu den 
moderns ten und tiefsten Untersuchungen der gesamten Funktionentheorie .** 

Jahrbuch uber die Fortschritte der Matkematik . 

Automorphe Funktionen. Von Dr. L. SCHLESINGER, o. Professor an der 
Universitat GieBen. X, 205 Seiten. 3924 . (Goschens Lehrbucherei Bd. 5 .) 

8 .—, geb. 9.20 

Im ersten Abschnitt ivird die Kemfrage an cinfachen Bei.pielen behande.lt, darauf die notivendigsten 
Sdtxe aus der nickteukiidischen Geometrie uitter H< ranziehung der Kreisvemvandtschaften. Fs folgt der 
Disk on tin u it'd tsbeweis der zugehorigen Grnppe von Verse hiebungen und der Existenzbeiveis fitr die zu 
einem Nonnalpolygon gehorigen automorphen Funktionen. 


Elliptische Funktionen. Von Dr. R. K0N1G, o. Professor der Mathematik an 
der Universitat Jena, und Dr. M. KRAFFT, a. o. Professor an der Universitat 
Marburg i. H. Mit 4 Figuren. 263 Seiten. 1928 . (Goschens Lehrbucherei Bd. 11 .) 


13 —. geb. 14.50 

Das Buck will dem Stud 7 erenden und Fackmann die elliptischen Funktionen als Glied eines grofien 
Organismus verstehen lehren, der mit den einfa c listen analvtiscken Funktionen, den rationalen, beginnt 
und sehliefslich zu den Rietnannschen Funktiotieti.syslenten entpomvdchst. 


Elliptische Funktionen. Von Dr. KARL BOEHM, Professor an der Technischen 
Hochschule in Karlsruhe. 

Erster Teil: Theorie der elliptischen Funktionen aus analytischen Ausdriicken ent- 
wickelt. Mit n Figuren im Text. XII, 356 Seiten. Neudruck. 1930 . (Samml. 
Schubert Bd. XXX.) Geb. 20 .— 

Zweiter Teil: Theorie der elliptischen Integrale. Umkehrproblem. Mit 28 Figuren 
im Text. VII, 180 Seiten. 1910 . (Samml. Schubert Bd. LXI.) Geb. 7.80 

Einfuhrung in die Theorie der algebraischen Funktionen einer Verander- 
lichen. Von HEINRICH W. E. JUNG, o. 6 . Prof, an der Universitat Halle- 
Wittenberg. Mit 35 Abb. im Text. GroB-Oktav. VI, 246 S. 1923 . 3 . 50 , geb. 4 .— 

„Das iiberaus klar und anschaulich geschriebene Buck weird alien denjenigen, die sich mit den 
grundlegenden Methoden der arithnietischen Theorie der algebraischen Funktionen vertraut machen 
woollen , von Nutzen sein. u Zeitschrift fur mat hern. u. naturwiss. Untemicht. 

Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen. Von Professor Dr. A. 
WANGERIN in Halle a. d. S. 

1. Teil: Mit 46 Fig. VIII, 255 S. Unverand. Neudr. J922. (Slg. Schub. Bd. 58 .) 

Geb. 4 .— 

II. Teil: Mit 17 Fig. VIII, 286 Seiten. 1921 . (Samml. Schubert Bd. 59 .) Geb. 4 .— 

„ Wer in die Potentialtkeorie eindringen will, Jindet in dem leichtverstiindlichen Buch einen zu- 
verldssigen und angenehmen Fiihrer. u Zeitschrift f. d. mathem. it. naturwiss. Unterricht. 

Potentialtheorle. Von Dr. W. STERNBERG, a. o. Professor in Breslau. 

I. Die Elemente der Potentialtheorie. Mit 5 Figuren. 136 Seiten. 1925 . 

(Samml. Goschen Bd. 901 .) Geb. i. 8 o 

II. Die Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Mit 1 Figur. 133 Seiten. 1926 . 

(Samthl. Goschen Bd. 944 .) Geb. 1.80 

^Die Biinde geben einen kiaren Einblick in die Gedankengdnge und Benveismethoden der Fotential- 
theorie. Da es dem Verfasser gelungen ist, trotz der ranmlichen Enge alle erforderlichen Beweise 
exakt durchzufiihren, ist das IVerk als Hilfsbuck neben einer Vorlesuttg durchaus zu empfehlen. u 

Zeitschrift fur den mathem. u. naturw. Unterricht . 
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Methoden der praktlschen Analysis. Von Dr. FR. A. WILLERS, o. Professor 
an der Bergakademie Freiberg (Sachsen). 344 Seiten. 1928 . (Goschens Lehr- 
biicherei Bd. 12 .) 20 .—, geb. 21.50 

Der Band gibt dent Mathematiker einen Einblick in die Anwendungsmoglichketten der Methoden 
und macht den Naturwissensckaftler und Ingenieur mit den theoretischen Grundlagen bekannt. 

Numerische Integration. Von Professor Dr. FR. A. WILLERS. Mit 2 Figuren. 

116 Seiten. 1923 . (Samml. Goschen Bd. 864 .) Geb. 1.80 

Die Darstellung ist sehr iibersichtlich und so elementar als m'dglich gehalten. Sie setzt nur die 
Kenntnisse der Grundgesetze der Differential- und Integralrechnung voraus und wendet sick an Mathe- 
matiker, Physiker und vor allein an Ingenieure, fur die das Buth eine gute Anleitung und Einfuhrung ist . 

Graphische Integration. Von Professor Dr. FR. A. WILLERS. Mit 53 Figuren. 
142 Seiten. 1920 . (Samml. Goschen Bd. 801 .) Geb. 1.80 

Der Verfasser versucht, einent weiteren Kreise die intnter nock su wenig benutzten zeichnerischen 
Methoden bekanntzumachen. Er setzt dabei so wenig Vorkenntnisse ivie m'dglich voraus. 

Taschenbuch fur praktische Geometrie. Von Dr. H. LOSCHNER, o. 6 . Professor 
an der Deutschen Technischen Hochschule in Briinn. Mit 10 Figuren im Text. 
Klein-Oktav. X, 147 Seiten. 1922 . Geb. 2 .— 

Der vorliegende Baud enthalt die wichtigstcn Formeln der praktiscken Geometrie, die Konstanten 
und Genauigkeitsangaben, Leitsdtze fur die Beobachtungen und Merkregeln fur die Bekandlung, Be- 
fdrderung und Aufbewahrung geodatischer Instruments und Gerdte. 

Grundzuge der ebenen Geometrie. Von Professor Dr. FR. BOHNERT in 
Hamburg. Mit 220 Fig. VIII, 223 Seiten. 1915 . (Samml. Schubert Bd. 2 .) Geb. 3.90 

Ebene Geometrie. Von G. MAHLER, Professor der Mathematik am Gymna¬ 
sium in Ulm. Mit no zweifarliigen Figuren. V i e r t e , verbesserte Au f 1 a ge. 
Neudruck. 166 Seiten. 1922 . (Samml. Goschen Bd. 41 .) Geb. 1.80 

Ebene und sph&rische Trigonometrie. Von Prof. Dr. F. BOHNERT in Ham¬ 
burg. Zweite Auflage. Dritter Neudruck. Mit 63 Figuren. VIII, 167 Seiten. 
1919 . (Samml. Schubert Bd. 3 .) Geb. 4.40 

Das Buck enthdlt die Gruudbegriffe der TrigonometrieDie beigegebenen Beisfiele solicit den un- 
entbehrlichen Ubungsstoff liefem und gleiehzeitig einen Uberldich iiber die viel/ache Verwendbarkeit 
und Bedeutsamkeit der Irigonometrie gewiihreit. Das letzte Kapitel bietet die wichtigstcn Anivenduugen 
der Spharik auf die mathematische Geographic. 

Ebene und spharische Trigonometrie. Von Dr. GERHARD HESSENBERG, 
o. Professor an der Technischen Hochschule Berlin. Mit 59 Figuren. Dritte, 
neubearbeitete Auflage. Durcbgesehener Neudruck. 171 Seiten. 1926 . 
(Samml. Goschen Bd. 99 .)' Geb. 1.80 

„Der Verfasser hat seine Aufgabe, in dent engen Rahmen nicht blofi a lie wichtigen Formeln mit- 
zuteilen, sottdem auch die Grundgedanken t auf ivelchcn dicselben beruhen, klar darzustellen und den 
Zusamvtenhang derselben, ihre Bedeutung und Aniveiidbarkeit hervorzuheben, vortrefflicit gelostP 

Archiv der Mathematik und Physik. 

Sammlung von Aufgaben aus der ebenen und sph&rischen Trigonometrie. 

Von Dr. FRITZ HEILAND, Studienrat am Gymnasium in Jena. Mit 26 Figuren. 
152 Seiten. 1922 . (Samml. Goschen Bd. 848 .) Geb- 1.80 

Die Sammlung schlieftt sick nach Anordnung und Bezcichnung dem Lehrbuch Hessenbergs 
(Samml. Goschen Bd. gg) an. Mich tig ere Formeln sind vorang estellt, zum Teil mit Ableitung, Zu 
sdmtlichen Aufgaben sind die Losungen angegeben. 

Stereometrle. Von Professor Dr. ROBERT GLASER. Dritte, verbesserte 
Auflage. Neudruck. Mit 81 Figuren. 139 Seiten. 1920 . (Samml. Goschen 
Bd. 97 .) Geb. 1.80 

Sammlung von Aufgaben aus der Stereometric. Von Professor Dr. ROBERT 
GLASER. Mit 54 Figuren. 168 Seiten. 1917 . (Samml. Goschen Bd. 779 .) Geb. 1.80 

Aufgaben iiber Prisma und Zylinder — Projcktionszeichncn — Pyramiden urtd Kegel—Kugel und 
Kugelteile — konoidartige Kdrpcr — Prismatoide — schicf abgeschnittene Prismen und Zylinder — 
Guldinsche Regel. 

Grundlagen der Geometrie. Von Professor Dr. GERHARD HESSENBERG. 
Herausgegeben von Dr. W. SCHWAN, Studienrat in Meseritz. Mit 77 Figuren. 
GroB-Oktav. 143 Seiten. 1930 . (Goschens Lehrbiicherei Bd. 17 .) 6 . 50 , geb. 7.80 
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Elementargeometrie der Ebene und des Raumes. Von Professor Dr. MAX 
ZACHARIAS in Berlin. Mit 196 Figuren im Text. 252 Seiten. 1929 . (Goschens 
Lehrbiicherei Bd. 16 .) 13 -—, geb. 14.50 

Die Elementargeometrie wird nicht vom Statidpunkte ties Schulunterrichts, sondem von dem der 
Wissensc hatt aus behandelt. Ausgangspunkt ist das (etwas modifizierte) Hilbertscke Axiomen - 
system. In der Darstellung treten awei Momente in den Vordergrund: die geschichtliche Entwicklung 
und die prinzipielle Begriindung der einzelnen Gebiete. 

Nichteuklidlsche Geometrie. Von Prof. Dr. H. LIEBMANN in Heidelberg. 
Mit 40 Figuren. Dritte Auflage. 150 Seiten. 1923 * 6 .—, geb. 7 .— 

Das vorliegende Buck will, tnoglichst wenig an mathematischen Kenntnissen voraussetzend, in 
die nichteuklidische Geometrie einfukren, und ziuar nur auf einem Gebiete — dem der Ebene —, auf 
diesetn aber griindlich dargestellt. 

Nichteuklidlsche Geometrie. Von Professor Dr. RICHARD BALDUS. Mit 
71 Figuren. 152 Seiten. 1927 . (Sammlung Goschen Bd. 970 .) Geb. 1.80 

IVenn auch der Band durch moglichste Klarheit und zahlreiche Figuren, auf die besottdere Sorgfalt 
verwendet wurde, zundchst auf den Neuling auf diesent Gebiet Rucksicht nimmt, so diirfte dock auch 
der Fackmann manches Neue darin finden. Dafl bis zn den Ubergangen aus dem mathematischen in 
das rein philosophische Gebiet vorgedrungen wird, diirfte phtlosopkisch tnteressierten Lesem will, 
kommen sein. 

Einfuhrung in die analytische Geometrie. Von Professor Dr. GERHARD 
KOWALEWSKI. Mit 112 Figuren. Dritte, unveranderte Auflage. Lexikon- 
Oktav. VIII, 360 Seiten. 1929 . Geb. 11.20 

Das aus Forlesungen entstandene Buck ist namentlich zutn Gebrauch fur Studierende bestimmt, 

Lehrbuch der analytischen Geometrie. Von Dr. FRIEDRICH SCHUR, 
o. Professor an der Universitat Breslau. Zweite, verbesserte und vermehrte 
Auflage. Mit 81 Figuren. GroB-Oktav. XII, 248 Seiten. 1912 . 6 . 50 , geb. 7.70 

Analytische Geometrie der Ebene. Von Dr. R. HAUSSNER, 0 . 6 . Professor 
an der Universitat Jena. Mit 60 Figuren. 164 Seiten. 1928 . (Samml. Goschen 
Nr. 65 .) Geb. 1.80 

Die Darstellung beginnt elemetitar und sctzt nur die notigsten planimetrischcn und algebraischen 
Sckulkenntnisse voraus. Es ist nicht nur die allgemcine Tkeorie der analytischen Gebilde ersten und 
rweiten Grades vollstdndig gegeben, sondem auch eine grofiere Zahl von speziellen Siitzen, vomehmlich 
liber die Kegelschnitte. 

Sammlung von Aufgaben und Beispielen zur analytischen Geometrie der 
Ebene mit den vollst&ndigen Losungen. Von Dr. R. HAUSSNER, o. 6 . 
Professor an der Universitat Jena. Mit 22 Figuren im Text. 139 Seiten. 1930 . 
(Samml. Goschen Bd. 256 .) Geb. 1.80 

Analytische Geometrie des Raumes. Von Professor Dr. MAX SIMON, StraB- 
burg i. E. Mit 28 Abbildungen. Dritte, verbesserte Auflage. Neudruck. 
208 Seiten. 1922 . (Samml. Goschen Bd. 89 .) Geb. 1.80 

Das Werk besitzt den Charakter eines ausfiihrlichen Lehrbuches; es gibt eine iibersichtliche und 
abgeschlossene Darstellung der analytischen Geometrie des Raumes tiach dem gegenwdrtigen Stands der 
wissenschaftlickenForschung utidbietet zuverldssigeBelehrung iiber die analytisch-geometrischen '1 heorien. 

Aufgaben zur analytischen Geometrie des Raumes. Von O. TH.BURKLEN, 
Professor am Realgymnasium in Schwab.-Gmund. Mit 8 Figuren. Zweite, 
verbesserte und vermehrte Auflage. Neudruck. 109 Seiten. 1923 . (Samml. 
Goschen Bd. 309 .) ' Geb. 1.80 

Die vorliegende Sammlung ist fur die erste Einfithrung bestimmt. Sie soil dem Schuler oder Stu- 
dierenden Gelegenheit geben. die analytischen Methoden anzuwenden, die Gebilde in ihren verschiedenen 
Lagen und ihren besonderen Fallen, sowie ihre Beziehungen zueinander zu erfassen und zugleich seine 
Raumanschauung zu bilden. 

Kreis und Kugel. Von Dr. WILHELM BLASCHKE, o. Prof, an der Universitat 
Hamburg. Mit 27 Fig. im Text. GroB-Oktav. X, 169 Seiten. 1916 . 4 . 40 , geb. 5.50 

Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. Von 

Dr. GEORG SCHEFFERS, Geh. Reg.-Rat, Professor an der Technischen 
Hochschule Charlottenburg. I. Mit 107 Figuren. Dritte, verbesserte Auflage. 
XII, 482 Seiten. 1923 . 13 .—, geb. 14.50 

II. Mit no Fig. Dritte, verbesserte Aufl. XI, 582 Seiten. 1922 . 15 .—, geb. 16.50 

Die besprochenen Probleme werden alle mit grofer Ausfuhrltchkeit behandelt. Die am Schluff bei- 
gefiigten Formeltafeln und Register erhohen den Wert des Werhes, das nicht nur einfiihren, sondem auch 
zu selbstdndigen Forsckungen anregen soil. 
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Allgemelne Theorle der Raumkurven und Flachen. Von Oberstudiendirektor 
Dr.VJKTOR KOMMERELL in Tubingen und Prof. Dr. KARL KOMMERELL 
in Tubingen. I. Teil. Dritte Auflage. Mit 28 Figuren. VIII, 184 Seiten. 1921. 
(Samml. Schubert Bd. 29.) Geb. 3.— 

II.Teil. Dritte Aufl. Mit 13 Fig. IV, 196 S. 1921. (Samml. Schubert Bd.44.) Geb.3.— 

In der neuert^ Auflage iverden u. a. die Untersuchungen Salkowskis iiber die Raumkurven und die 
Bertrandscken Kuweit bentcksic hiigt. 

Spezielle Flachen und Theorie der Strahlensysteme. Von Oberstudiendirektor 
Dr. VIKTOR KOMMERELL in Tubingen und Prof. Dr. KARL KOMMERELL in 
Tubingen. Mit 9 Figuren. VI, 171 Seiten. 1911. (Samml. Schubert Bd. 62.) Geb. 7.30 
Liniengeometrie mit Anwendungen. Von Professor Dr. KONRAD ZINDLER 
in Innsbruck. I. Teil. Mit 87 Figuren. Neudruck. VIII, 380 Seiten. 1928. (Samml. 
Schubert Bd. 34.) Geb. 18.— 

II. Teil. Mit 24Figuren. VII, 252 Seiten. 1906. (Samml. Schubert Bd. 51.) Geb. 9.50 

Kin besqnderer Vorsug dieses vorliegenden Lehr- und Einfiihrungsbuches sind die jedem Bande bei- 
gegebencn Ubungsaujgaben, zn deren Losung sic/t am SchlujS eine Anieituitg befindet . 

Projektive Geometrle in synthetischer Behandlung. Von Dr. KARL 
DOEHLEMANN, weil. Professor an der Technischen Hochschule Mtinchen. 
Fun ft c Au f 1 a ge. 

Erster Teil. Mit 59 Figuren. 132 Seiten. 1922. (Samml. Goschen Bd. 72.) Geb. 1.80 
Zweiter Teil. Mit 55 Figuren. 138 Seiten. 1924. (Samml.Goschen Bd.876.) Geb. 1.80 

„Die Darstellung ist musterhaft klar undleichtverstdndlic/t und ivird durch ubersichtliche Zeichnungen . 
undzahlreiche Au/gaben aufs trejf lickste illustriert. 11 Bayerische Blatter fur das Gvmnasialsc/tulwesen. 

Geometrlsche Transformationen. Von Dr. KARL DOEHLEMANN, weil. 
Professor an der Technischen Hochschule Miinchcn. Zweite Auflage, herausgeg. 
von Dr. WILHELM OLBRICH, Prof, an der Hochschule fur Bodenkultur in Wien. 
Mit 89 Figuren im Text und 4 Abbildungen. 254 Seiten. 1930. (Goschens Lehr- 
biicherei Bd. 15.) 13.—, geb. 14.50 

Lehrbuch der darstellenden Geometrle. Von Dr. KARL ROHN, Geh. Rat, 
weiland Professor an der Universitat Leipzig, und Dr. ERWIN PAPPERITZ, 
Geh. Rat, Professor an der Bergakademie in Freiberg i. Sa. Drei Bande. GroB- 
Oktav. I. Orthogonalprojektion. Vielflache, Perspektivitat ebener Figuren, Kur- 
ven, Zylinder Kugel. Kegel, Rotations- und Schraubenflachen. Vierte, erwei- 
terte Auflage. XX, 502 Seiten. Mit 351 Figuren. 1913. Anastatischer Nach- 
druck. 1921. 16.50, geb. 18.— 

II. Axonometrie, Perspcktive, Beleuchtung. Vierte, umgearbeitete Auflage. VI, 

194 Seiten mit 118 Figuren. 1916. 6.20, geb. 7.20 

III. Kegel sell aitte, Flachen zvveiten Grades, Regel-, abwickelbare und andere 

Flachen. Flachenkrummung. Vierte, unveranderte Auflage. X, 334 Seiten. 
Mit 157 Figuren. 1923. 10.80, geb. 12.— 

Darstellende Geometrle. Von THEODOR SCHMID, o. 6. Professor an der 
Technischen Hochschule in Wien. I. Teil: Eckige Korper, Kugel, Zylinder, 
Kegel, Plankurven und Raumkurven mit den zugehorigen Torsen im Normal- 
riBverfahren und in orthogonaler Axonometrie. Dritte Auflage. Mit 170 Figuren. 
283 Seiten. 1922. (Samml. Schubert Bd. 65.) Geb. 6.— 

II. Teil: Schiefe und zentrale Projektion. Dreh-, Rohr-, Schrauben- und 
Regelflachen. Gelandedarstellung, Kartenprojektion, Nomographie. Zweite 
Auflage. Mit 163 Figuren. 340 Seiten. 1923* (Samml. Schubert Bd. 66.) Geb. 7.50 

„ Unter den zahlreichen guten Lehrbuchem der darstellenden Geometric steht das vorliegende mit in 
erster Reihe. Ausgezeichnete Figuren, klare Darstellung, reicher Inhalt sind seine besonderen Kenn- 
zeichenA Unterrichtsblatter f. Mathem. ». Naturw. 

Darstellende Geometrle. Von Dr. ROBERT HAUSSNER, o. 6. Professor der 
Mathematik an der Universitat Jena. Erster Teil: Elemente; Ebenflachige 
Gebilde. Vierte, verbesserte Auflage. Mit no Figuren im Text. 207 Seiten. 
1929. (Samml. Goschen Bd. 142.) Geb. 1.80 

Zweiter Teil: Perspcktive ebener Gebilde; Kegelschnitte. Dritte, verbesserte 
und vermehrte Auflage. Mit 88 Figuren im Text. 168 Seiten. 1929. 
(Samml. Goschen Bd. I43-) Geb. 1.80 
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Darstellende Geometrie. Dritter Teil: Zylinder, Kegel, Kugel, Rotations- und 
Schraubenflachen, Schattenkonstruktionen, Axonometrie. Von Dr. ROBERT 
HAUSSNER, o. 6. Professor der Mathematik an der Universitat Jena, und Dr. Wolf¬ 
gang Haack, Privatdozent fiir Mathematik an der Technischen Hochschule Danzig- 
Langfuhr. Mit vielen Figuren im Text. 1931- (Samml. Goschen Bd. 144.) Geb. 1.80 
Koordtnatensysteme. Von Professor PAUL B. FISCHER, Studienrat am 
Gymnasium zu Berlin-Steglitz. Mit 8 Figuren. Zwcite, verbesserte A u f 1 a g e. 
128 Seiten. 1919. (Samml. Goschen Bd. 507.) Geb. 1.80 

Der Verfasser versucht den Koordinatenbegrijf von einetn allgemeinen Standpunkt aus darznstellen. 
Durck sorgfaltig ausgewdhlte, xahlreiche Literaturangaben wird der Wert des Bandes erhoht. 

Algebralsche Kurven. Neue Bearbeitung von Dr. H. WIELEITNER, Ober- 
studiendirektor in Miinchen. 

ErsterTeil: Gestaltliche Verhaltnisse. Mit 97 Figuren. Durchgesehener Neudruck. 
146 Seiten. 1930. (Samml. Goschen Bd. 435.) Geb 1.80 

ZweiterTeil: Allgemeine Eigenschaften. Mit 35 Figuren. Neudruck. 123 Seiten. 
1919. (Samml. Goschen Bd. 436.) Geb. 1.80 

Praktlsches Zahlenrechnen. Von Professor Dr.-Ing. P. WERKMEISTER in 
Dresden. Mit 60 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1929. 
(Samml. Goschen Bd. 405.) Geb. 1.80 

Das Buck gibt eine iibersicktliche Auskun/t uber die in der Praxis angewendeten Arten des Kecknens. Es 
wird daker in alien Kreisen der Technik undNaturwissenschajt ein willkommetter Fiihrerund Ratgebersein , 

Mathematlsche Instrumente. Von Professor Dr. FR. A. WILLERS. Mit 
68 Figuren. 144 Seiten. 1926. (Samml. Goschen Bd. 922.) Geb. 1.80 

Der Band bringt nickt ttur eine Besc/ireibung der mat hem atisc hen Instrumente, sotidem anch eine 
genaue 7 heorie, aus der die Amvendungsmoglichkeiten, die beste Art des Gebrauchs, soivie die Groffe 
der auftretenden Ungenauigkeiten abgeleitet werden. 

Vermessungskunde. Von Dr.-Ing. P. WERKMEISTER, o. Professor an der 
Technischen Hochschule Dresden. 

I: Stiickmessung und Nivellieren. Mit 140 Figuren. V i e r t e A u f 1 a g e. 156 Seiten. 
1926. (Samml. Goschen Bd. 468.) Geb. 1.80 

II: Messung von Horizontalwinkeln, Festlegung von Punkten im Koordinaten- 
system. Absteckungen. Mit 93 Figuren. Dritte Auflage. 148 Seiten. 1930. 
(Samml. Goschen Bd. 469.) Geb. 1.80 

HI: Trigonometrischc und barometrische Hohenmessung, Tachymetrie und Topo¬ 
graphic. Mit 61 Figuren. Zweite Auflage. 136 Seiten. 1923. (Samml. Goschen 
Bd. 862.) Geb. 1.80 

Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik. Von Professor Dr. 

MARCELLO PIRANI, Privatdozent an der Technischen Hochschule in 
Charlottenburg. Mit 58 Figuren. Neudruck. 126 Seiten. 1922. (Sunml. 
Goschen Bd. 728.) Geb. 1.80 

Von der einfacken Darstellung von Gr'eften mit unbekanntem Zusammenhang in Form von Kurven 
oder Skalcn ausgehend, geht dcr Verfasser zur Darstellung von Groffen bekannter Abh'dngigkeit 
(Funktionsskalen, insbesondere logaritkmiseke projektive Teilung) uber und bespricht dann die Auf- 
stellung von Rechentafeln namentlich mit der Methods der flucktrechteti Punkte oder mit Wife 
mehrerer gekreuztcr JLinien. 

WahrscheinHchkeitsrechnung. Von Dr. OTTO KNOPF, o. Professor der 
Astronomie an der Universitat Jena. I. 11=2 Seiten. 1923. II. Mit 10 Figuren. 
112 Seiten. 1923. (Samml. Goschen Bd. 508 und 871.) Geb. je 1.80 

Eine knappe, klare Darstellung der Wahrscheinlichkeitsrechnutig, deren Wert fiir die mat he¬ 
rn atisc hen Grundlagen des Versicherungsivesetis, fiir die statistische Mechanik und neuerdirtgs auch 
fur das Fernsprechwesen auf der Hand liegt. 

Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Von 

WILHELM WEITBRECHT, Professor der Geodasie in Stuttgart. Zweite, 
veranderte Auflage. 

I. Teil: Ableitung der grundlegenden Satze und Formeln. Mit 8 Figuren. 

Neudruck. 127 Seiten. 1919. (Samml. Goschen Bd. 302.) Geb. 1.80 

II. Teil: Zahlenbeispiele. Mit 8 Figuren. Neudruck. 141 Seiten. 1920. 

(Samml. Goschen Bd. 641.) Geb. 1.80 

Jeder der beiden Teile bildet ein das ganze Gebiet umfassendes, fiir sick geschlossenes Games. Der 
erste enthalt die Ableitung der grundlegenden Satze und Formeln, tu a hr end im zweiten die fertigen 
Ergebnisse dieser Ableitungen zusammengestellt und auf hauptsdchlich dem Gebiet der Geodasie ent- 
nommene Zahlenbeispiele angewendet werden . 
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Versicherungsmathematik. Von Dr. FRIEDRICH BOEHM, Professor an 
der Universitat Miinchen. 

I: Elemente der Versicherungsrechnung. 144 Seiten. 1925. (Samml. Goschen 
Bd. 180.) Geb. 1.80 

II: Lebensversicherungsmathematik. Einfiihrung in die technischen Grund- 
lagen derSozialversicherung. 171 Seiten. 1926. (Samml. Goschen Bd. 917.) Geb. 1.80 

Der erste Band bekandelt den Zins als erste, die Sterbeta/el als ziveite Rechnungsgrundlage, die 
Pramienrescrve und die Versicherung verbundener Leben. Der ziveite Band enthdlt auJ3er einer ein- 
gekenden Behandlung der Lebensversicherungsmathematik eine Einfiihmng in die technischen Grand - 
lagett der Sozialversicherung . 

Polltlsche Arithmetik. (Zinseszinsen-, Renten- und Anleiherechnung.) Von 
Dr EMIL FOERSTER, Honorardozent an der Technischen Hochschule in 
Wien. Mit 7 Figuren. 155 Seiten. 1924. (Samml. Goschen Bd. 879.) Geb. 1.80 

In 6 Kapiteln wird der Reihe nach die einfache Zinsenrechnung, die Zinseszinsenrechnung fur 
Einzelkapitalien und Renten, das Rechnen mit vorschiissigen Zinsen, die Schuldentilgung sowie die 
Kurs- und Rentabilitdtsrechnung behandelt. 

Vektoranalysis in ihren Grundziigen und wichtigsten physikalischen Anwen- 
dungen. Von Dr. ARTHUR HAAS, a. o. Professor an der Universitat Wien. 
Zweite, verbesserte Auflage. Mit 37 Abbildungen im Text. GroB-Oktav. VI, 
147 Seiten. 1929* 5 -—, geb. 6.— 

Das Buc/i stellt die Grundziige der Vek tor analyse in engstem Zusammenhange mit Hirer Awwendung 
an/ Mechanik, Hydrodynamik, Elektrizitatslehre und Re la tivitatsth eorie dar. 


Vektoranalysis. Von Dr. SIEGFRIED VALENTINER, Professor fur Physik 
an der Bergakademie Clausthal. Mit 16 Figuren. Vierte, umgearbeitete Auf¬ 
lage.- 136 Seiten. 1929. (Samml. Goschen Bd. 354.) Geb. 1.80 

Statik. Von Privatdozent Dr. Ing. FERD. SCHLEICHER in Karlsruhe. 

I. Teil : Die Grundlagen der Statik starrer Korper. Mit 47 Abbild. 143 Seiten. 

1930. (Samml. Goschen Bd. 178.) Geb. 1.80 

II. Teil : Angewandte (techn.) Statik. Von Professor Dipl.-Ing. W. HAUBER 

in Stuttgart. Mit 61 Figuren. Sechster Neudruck. 149 Seiten. 1922. (Samml. 
Goschen Bd. 179.) Geb. 1.80 

Mit dem ersten Teile ist beabsichtigt, eine kurse Darstellung der wichtigsten der technischen Statik 
zugrunde liegenden allgemeinen statischen Gesetze zu geben. Der ziveite Teil umfaftt die statische 
Berechnung starrer Stabverbindungen, der statisch bestimmten Fachiverkstriiger fur Diicher und 
Bracken, der Spreng- und Hhngwerke, entluilt die Lchre iiber die Standfestigkeit der Mauem und 
Tonncngewolbe und gibt das Wichtigste aus der Iheorie des Erddrucks und dem Gebiet des Gleich- 
geudchts der seilartigen Korper, 


Graphische Statik mit besonderer Berucksichtigung der EinfluBlinien. Von 
Dipl.-Ing. OTTO HENKEL, Bauingenieur und Studienrat an der Baugewerk- 
schule in Erfurt. 

I. Teil: Zusammensetzung und Zerlegungder Krafte in derEbene. Schwerpunkte. 
Tragheitsmomente. Spannungen in geraden Staben. Der einfache Vollwand- und 
Fachwerktrager. Der Dreigelenkbogen. Gewolbe. Erddruckund Wasserdruck. Mit 
127 Figuren. Zweite Auflage. 150 Seiten. 1929. (Samml. Goschen Bd.603.) Geb. 1.80 

II. Teil: Durchgehende Gelenktriiger. Dreigelenkbogen. Formanderungen 

gerader Trager. Durchlaufende (kontinuierlichc) Trager. Formanderungen 
gebogener Trager. Zweigelenkbogen und Zweigelenkrahmen. Eingespannter 
Bogen und Steifrahmen. Mit 91 Figuren. Zweite Auflage. 176 Seiten. 1928. 
(Samml. Goschen Bd. 695.) Geb. 1.80 

Analysis der ebenen Bewegung. Von Dr. MARTIN KRAUSE, Geheimrat, 
Professor an der Technischen Hochschule Dresden. Unter Mitwirkung von 
Dr. phil. et rer. techn. Alexander Carl in Leisnig. Oktav. VII, 216 Seiten. 1920. 3.— 

Das Buck beschd/tigt sich mit den analytischen Beziehungen zwischen den Punkten ziveier, in der 
gleichen Ebene gelegener Koordinatensysteme, von denen das eine Jest, das andere benvegt ist, aus - 
gehend von den i 'ran sform a tio nsgleich u ngen, 
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Geschfelite der Physik. Von Prof. A. KISTNER in Karlsruhe. 2 Bande. 

I: Die Physik bis Newton. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 13 Figuren. 
126 Seiten. 1919. (Samml. Goschen Bd. 293.) Geb. 1.80 

II: Die Physik von Newton bis zur Gegenwart. Zweite, erweiterte Auflage. 
Mit 3 Figuren. 149 Seiten. 1919. (Samml. Goschen Bd. 294.) Geb. 1.80 

Kristallographie. Von Dr. W. BRUHNS, Prof, an der Bergakademie Clausthal. 
Zweite Auflage, neubearb. von Dr. P. RAMDOHR, o. Prof, an der Technischen 
Hochschule Aachen. Mit 184 Figuren. 114 Seiten. 1926. (Samml. Goschen Bd. 210.) 

Geb. 1.80 

Einfuhrung in die Krlstalloptik. Von Dr. EBERHARD BUCHWALD, Privat- 
dozent der Physik an der Universitat Breslau. Mit 124 Figuren. Neudruck. 124 Seiten. 
1920. (Samml. Goschen Bd. 619.) Geb. 1.80 

Einfuhrung in die geometrische Optik. Von Dr. W. HINRICHS, Berlin- 
Wilmersdorf. Mit 56 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 143 Seiten. 
1924. (Samml. Goschen Bd. 532.) Geb. 1.80 

Rack der Einleitung iiber die Grundgesctze der geometrischcn Optik folgen die Abscknitte iiber die 
Rejlexion an ebetten Fldchen und sphdrischen Fldchen. Dann ioird die Brechung an ebenen Fldchen, 
an einer Kugelfldche und durch ein seutriertes System von Kugel/ldchen behandelt. in Kapitel VI 
Jittden die Linsen und Linsensysteme Beacktung. 

Theoretische Physik. Von Dr. GUSTAV JAGER, Professor der Physik an der 
Universitat Wien. 5 Bande. 

I. Band : Mechanik. Mit 25 Figuren. Sechste, verbesserte Auflage. 150 Seiten. 

1930. (Samml. Goschen Bd. 76.) Geb. 1.80 

II. Band: Schall und Warme. Mit 7 Figuren. Sechste, umgearbeitete und ver- 
mehrte Auflage. 133 Seiten. 1930. (Samml. Goschen Bd. 77.) Geb. 1.80 

III. Band: Elektrizitat und Magnetismus. Mit 35 Figuren. Sechste, ver¬ 
besserte Auflage. 151 Seiten. 1930. (Samml. Goschen Bd. 78.) Geb. 1.80 

IV. Band: Optik. Mit 44 Figuren. Sechste, umgearbeitete und vermehrte 

Auflage. 148 Seiten. 1930. (Samml. Goschen Bd. 374.) Geb. 1.80 

V. Band: Warmestrahlung, Elektronik und Atomphysik. Mit 16 Figuren. Sechste, 

umgearbeitete und vermehrte Auflage. 128 Seiten. 1930. (Samml. Goschen 
Bd. 1017.) Geb. 1.80 

Alien, ivelche sick ein Kompendium der theoretischen Physik ansc happen ivoileti, seien diese Bande hen 
empfohlen . Der I’er/asser hat den StopjF aus dem Gesamtgebiet sorgpdltig ausgeivdhlt und dabei die 
neuesten Resultate der Forschung beriicksicktigt. 

Einfuhrung in die theoretische Physik. Von Dr. CLEMENS SCHAEFER, 
Professor an der Universitat Breslau. 3 Bande. 

I. Band: Mechanik materieller Punkte, Mechanik starrer Korper, Mechanik 
der Kontinua (Elastizitat und Hydromechanik). Mit 272 Figuren im Text. 
Dritte, verbesserte und vermehrte Auflage. GroB-Oktav. XII, 991 Seiten. 

1929. 45-—* geb. 48.— 

II. Band: Theorie der Warme, Molekular-kinetische Theorie der Materie. Mit 

88 Figuren im Text. Zweite, verbesserte und vermehrte Auflage. GroB-Oktav. 
X, 660 Seiten. 1929. 28.—, geb. 30.— 

III. Band. Erscheint Mitte 1931. 

„Das vorliegende Werk fullt eine merkbare Lucke in der bisker vorliegenden Literatur iiber theoretische 
Physik aus. Was es von seinen Vorgangerti unterscheidet, ist einmal die Verwendutig alter moderven 
Methoden und sum zvueiten die klare und ausfiihrliche Darstellungsiveise, ivelche auch das Studium 
tchivieriger Kapitel zu eitietn Genu/3 macht. u Annalen der I'hysik. 

Einfuhrung in die theoretische Physik mit besonderer Beriicksichtigung 
ihrer modernen Probleme. Von Dr. ARTHUR HAAS, a. o. Professor an der 
Universitat Wien. 

I. Band. Funfte und sechste, abermals vollig umgearbeitete und wesentlich 
vermehrte Auflage. Mit 67 Abbildungen im Text. GroB-Oktav. X, 396 Seiten. 

1930. 15.—, geb. 16.50 
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II. Band. Fiinfteund sechste, abermals vollig umgearbeitete und wesentlich 
vermehrte Auflage. Mit 85 Abbildungen im Text und auf sechs Tafeln. GroB- 
Oktav. VIII, 448Seiten. 1930. 17.—, geb. 18.50 

Die vorlicgende tteue ( 5 . und 6.) Auflage bringt die Kapitel „Atomtheorie u und „Statistiscke Physik rt 
in fast vollig neuer Behandlung, der leil „Relativitdtstkeorie u ist vemtehrt und zum Teil umgearbeitet. 
Die „Deutsche Literatur-Zeitung “ schreibt am 10 . Mai IQ&O: „Das Buck erfiillt seintn Ziveck, 
tine EtnfUhrung in die theoretische Physik zu geben, auf das vollkommenste. Es ist uberaus 
klar und biindig geschrieben und fur den Anfanger aunt Selbststudium trefflich geeignet. Die ivenigen 
etwas schwier igeren Paragraphen sind so eingejiigt, daft sie beim ersten Angriff auch beiseitegelassen 
werden kbnnen. Schliefllich bildet die kurze Zusammenfassung des Inhalts ant Ende des Buches eine 
nicht geringe Lemhiife fiir den Studierenden 

Atomphyslk. Von Dr. HANS LESSHEIM in Breslau. I. Band. Mit 36 Abbildungen. 
134 Seiten. 1929. (Samml. Goschen Bd. 1009.) Geb. 1.80 

Zur einheitlichen Feldtheorie. Von Professor Dr. ALBERT EINSTEIN. 
8 Seiten. 1.— 

A 'eue Begriindutig der Relativitatstheorie. 

Physfkalische Formelsammlung. Von Prof. G. MAHLER +• Fiinfte, vollig 
umgearbeitete Auflage, besorgt von Prof. K. MAHLER in Aalen. Mit 71 Figuren. 
162 Seiten. 1927. (Samml. Goschen Bd. 136.) Geb. 1.80 

Physikalische Aufgabensammlung. Von Prof. G. MAHLER f. Mit den Re- 
sultaten. Neubearbeitet von Prof. K. MA HLE R in Aalen. Vierte, verbesserte 
Auflage. 136 Seiten. 1930. (Samml. Goschen Bd. 243.) Geb. 1.80 

Physikalische Messungsmethoden. Von Prof. Dr.WILHELM BAHRDT in Berlin- 

Lichterfelde. Mit 54 Figuren. Z w e i t e, verbesserte Auflage. Durchgesehener 
Neudruck. 147 Seiten. 1921. (Samml. Goschen Bd. 301.) Geb. 1.80 

Physikalische Tabellen. Von Dr. A. LEICK. Zweite Auflage, neubearbeitet 
von Prof. Dr. W. LEICK in Berlin-Lichterfelde. 96 Seiten. 1920. (Samml. Goschen 
Bd. 650.) Geb. 1.80 

Luftelektrizitat. Von Dr. KARL KAHLER, Privatdozent fur Meteorologie an 
der Universitat Berlin. Zweite Auflage. Mit 19 Figuren. 134 Seiten. 1921. 
(Samml. Goschen Bd. 649.) Geb. 1.80 

Rontgenstrahlen (Physik, Technik und Anwendungen). Von Dr. phil. nat. 

RICHARD HERZ in Frankfurt a. M. Mit 48 Figuren im Text und 36 Abbildungen 
auf 16 Tafeln. 136 Seiten und 16 Tafeln. 1927. (Samml. Goschen Bd. 950.) Geb. 1.80 

Theorie des Schlickschen Massenausgleichs bei mehrkurbeligen Dampf- 
maschinen. Von Professor Dr. HERMANN SCHUBERT. Lexikon-Oktav. 
132 Seiten. 1901. 8.— 

Das vorlicgende Buc/t behandelt den Masscnausgleich vom rein mathematischen Standfunkt aus. 
Die Anforderungen, ivelche die Praxis stcllt, werden als gegebene Nebenbedingungen den Gleichungen 
hinuugejiigt, deren Erfiillung notivcndig ist, uni den Ausgleich zu ennoglichen. 


Kinematik. Von Dr.-Ing. HANS POLSTER, Betriebsingenieur der Badischen 
, Anilin- und Sodafabrik Merseburg-Leuna. Mit 76 Abbildungen. Zweite 
Auflage. 151 Seiten. 1920. (Samml. Goschen Bd. 584.) Geb. 1.80 

Der Band bietet dent Studierenden eine Binfiihmng , will aber dariiber hinaus den in der Praxis stehenden 
Ingcnieuren, die sich in die schivierigen Bewegungsverhdltnisse von NockenSchwtngdauntcti- und IVdlz - 
hebelsteuerungen oder von anderen Gebieten tieferen Einblick verschaffeu ivollen, ein bequemerFiihrer sein. 

Ballistik. Von Dr. THEODOR VAHLEN, o. 6. Professor der reinen und an- 
gewandten Mathematik an der Universitat Greifswald. Mit 53 Abbildungen. 
GroB-Oktav. XII, 231 Seiten. 1922. 9 -—> 8 e b. 10.— 

Im Gegensatz zu anderen Werkcn uber Ballistik bringt dieses neue Buck gerade den mathematischen, 
Gehalt der Ballistik zur Darstellung, Es gewinnt dadurch noch erhohte Bedeutuvg, daft es seine Ent- 
stehung den praktischen Erfahrungen verdankt, die der Veifasser im Kriege niachtc. V. a. 'tvcist es als 
net* die zwischen innerer und dufierer Ballistik einzuschaltende Ubergansrsballistik und als Ballistik tn 
grofien Ho hen die kosmische Ballistik auf. 
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Festlgkeltslehre. Von Professor Dipl.-Ing. W. HAUBER in Stuttgart. Mit 
56 Figuren und 1 Tafel. Achter Neudruck. 127 Seiten u. 1 Tafel. 1923* (Samml. 
Goschen Bd. 288.) Geb. 1.80 

In dem Band gibt der Ver/asser cine kurze Ubersicht iiber die Fundamentalsatze der elastischen 
Krdfte in threr Anwendung au/ die ein/acheren Fdlle der Festigkeit, sowett sie fur die gewohnlichen 
Aufgaben des praktischen Lebens in Frage kommen. 

Aufgabensammlung zur Festlgkeltslehre mit Ldsungen. Von R. HAREN. 
Dritte, vollstandig neubearbeitete Auflage von JOSEF FURTMAYR, 
Dipl.-Ing. in Stuttgart. Mit 43 Figuren. 116 Seiten. 1923. (Samml. Goschen 
Bd. 491.) Geb. 1.80 

Der Band bietet in 8 Absehniiten b-6 Aufgaben nebst Losungen iiber Zug, Druck, Biegung, Schub, 
Verdrehung, JCnickung, Festigkeit flatten/ormiger Korper und zusammengesetzte Festigkeii ; in einem 
Anhattg sind die benotigten Zahlenwerte kurs zusammengestellt, 

Hydraulik. Von Professor Dipl.-Ing. W. HAUBER in Stuttgart. Zweite, 
verbesserte und vermehrte A u f 1 a g e. Neudruck. Mit 45 Figuren. 156 Seiten. 
1925. (Samml. Goschen Bd. 397.) Geb. 1.80 

Das Buck enthiilt eine Darstellung der Hydrostatik und bringt ans der Hydrodynantik: Ansjlufi 
des iVassers ans Gc/d/cn ; Uber/all des Wassers iiber We hre; Die Benvegung des IVassers in Fliissen 
und Kandlen; Die Beivegung des IVassers in Rohren mit konstantem Querschnitt; Sto/3 eines zylindrischen 
oder prismatiscken IVasserstrahls auf eine Zylinderfldche . 

Elastizitatslehre fur Ingenieure. Von Professor Dr.-Ing. MAX ENSSLIN 
an der Hoheren Maschinenbauschule EBlingen. 

I. Grundlagen und Allgemeines iiber Spannungszustande, Zylinder, ebene 

Platten, Torsion, gekrummte Trager. Mit 65 Figuren. Zweite, verbesserte 
Auflage. 147 Seiten. 1921. (Samml. Goschen Bd. 519.) Geb. 1.80 

II. Statisch unbestimmte Konstruktionen, Satze von Castigliano und Maxwell, 

Dreimomentensatz, Vorspannungen, Temperaturspannungen, Fachwerke mit 
uberzahligen Stiitzpunkten und uberzahligen Staben, Prinzip der virtuellen 
Verriickungen, Verschiebungsplan. Mit 44 Figuren. 120 Seiten. 1927. (Samml. 
Goschen Bd. 957.) Geb. 1.80 

Band I bespricht die Grundlagen der Elastizitatslehre sonde Allgemeines uber Spannungszustdnde, 
Zylinder, ebene Flatten, Torsion und gekrummte Trager. Band II gibt eine Einfiihrung in die 
Methoden zur Berechnung der statisch unbestimmten Konstruktion des Bait- und Maschineningenieurs. 

Vorlesungen iiber Thermodynamik. Von Dr. MAX PLANCK, Professor der 
theoretischen Physik an der Universitat Berlin. Mit 5 Figuren im Text. Neunte 
Auflage. GroB-Oktav. XI, 288 Seiten. 1930. Geb. 11.50 

Das vorliegende Buck geht von einigen allgemeinen Er/ahrungstatsachen aus, namentlich von den 
beiden Hauptsdtzen der IVdrmelehre, und entwickelt hieraus die ivichtigsten physikalischen und 
chemischcn Satze. Zundchst suerden die Grundtatsachen und Begrijfserkliirungen /Hr Temperatnr, 
Molgewicht und IVdrmemenge erldutert, dann die beiden Ilaupts'atze der Wdrmetheorie au/gestelct und 
bewiesen, endlick die Anwendungen au/ die besonderen Gleichgewichtszustdnde aus/uhrlich besprochen. 

Astronomic. GroBe, Bewegung und Entfernung der Himmelskorper. Von 
A. F. MOBIUS. Bearbeitet von Dr. HERM. KOBOLD, o. Hon.-Professor an 
der Universitat Kiel. 

I. Das Planetensystem. Mit 33 Figuren. El fte Auflage. Durchgesehener Neu¬ 
druck. 136 Seiten. 1925. (Samml. Goschen Bd. 11.) Geb. 1.80 

II. Kometen, Meteore und das Sternsystem. Mit 15 Figuren und 2 Sternkarten. 
Dreizehnte Auflage. 128 Seiten. 1923. (Samml. Goschen Bd. 529.) Geb. 1.80 

Der erste Teil beschrdnkt sich au/ die Darstellung der Bewegungserschetnungen und der Grbfien- 
verhdltnisse der Planeten und ihrer I rabanten. Im zweiten Teil leitet die zundchst gegebene Behandlung 
der dem Sonnensysteme nveniger innig verbundenen Glieder, der Kometen und Meteore, zu dem Hauft- 
gegenstande der Betrachtung, dem Fixsternsystem , iiber. Im letzten Kapitel wird der Leser mit den 
Theorien iiber die Entvncklungsvorgd nge im Universum bekanntgemacht. 

Astrophyslk. Die Beschaffenheit der Himmelskorper. Von Professor Dr. 
W. F. WISLICENUS. Neubearbeitet von Professor Dr. H. LUDENDORFF. 
Vierte Auflage. Mit 14Abbildung. 136 Seiten. 1920. (Samml. Goschen Bd. 91.) 

Geb. 1.80 

In dem Band iverden Sonne, Mond, Planeten und ihre Trabanten behandelt . Die Physik der Fix - 
steme t der verdnderlichen Sterne, Nebel und Stemhau/en ist vollstandig neubearbeitet. Neben den 
reinen Beobachtungstatsacken werden auch die Hypothesen iiber die Energiequellen der Sonne, die Ent- 
stekung der Mondgebirge usvj. besprochen. 
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